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2 Introduccion

Las inundaciones constituyen uno de los fendémenos naturales mas frecuentes y
devastadores a nivel global, afectando la infraestructura, el acceso a servicios basicos vy,
sobre todo, la vida y dignidad de las personas. En este contexto, el diseno y aplicacién de
modelos matematicos orientados a la logistica humanitaria cobra una relevancia critica,
no sélo como una herramienta de gestién operativa, sino como un instrumento de justicia
social y resiliencia territorial. Barojas-Payan et al. (2021)

En esa linea, Insani, Widodo, y Rahman (2024) desarrollaron un modelo de programacién
entera mixta orientado a coordinar simultdneamente la evacuacién y la entrega de ayuda
en contextos de inundaciones tempranas. Su propuesta incorpora entregas divididas,
reutilizacién de vehiculos y multiples viajes, siendo resuelta mediante un algoritmo
genético modificado que alcanzé una eficiencia 92.5 % superior frente a métodos exactos
tradicionales.

Por su parte, Sheikholeslami y Zarrinpoor (2022) propusieron un modelo de programacién
lineal entera mixta multiperiodo bajo condiciones de incertidumbre. Este modelo integra
restricciones difusas y estocasticas para optimizar la localizacién de almacenes, la gestion
de inventarios y la provision de atencién médica posterior a los desastres.

En otro enfoque, Romero-Mancilla, Martinez-Flores, y Sénchez-Partida (2024) disefiaron
un modelo multimodal que combina transporte terrestre y aéreo mediante drones,
estructurado como un modelo multiobjetivo que considera transbordos y multiples
depésitos. Su objetivo principal es equilibrar el costo logistico con los tiempos de entrega,
especialmente en escenarios donde la infraestructura vial ha sido severamente afectada.

Asimismo, Santana-Robles, Lépez, y Rivera (2024) formularon un modelo hibrido que
combina programacion lineal entera con problemas de ruteo vehicular (VRP), enfocado
en asignar refugios y optimizar la entrega de suministros bajo variaciones de demanda y
recursos limitados.

De forma complementaria, Mashrut y Rahimi (2024) propuso un modelo robusto-fuzzy-
probabilistico biobjetivo que busca minimizar tanto el costo operativo como el costo de
privacién, es decir, el impacto social derivado de la falta de ayuda oportuna.

Finalmente, Pujiana, Utama, y Rahmawati (2020) implementaron un modelo de ruteo
multi-dep6sito (MDVRP) aplicado a la fase posterior a inundaciones, optimizando el
uso de depésitos temporales, rutas y cobertura territorial con base en restricciones de
capacidad y demanda.



Estos enfoques demuestran que la preparacion logistica previa al desastre no sélo mejora la
eficiencia de la respuesta, sino que permite reducir desigualdades territoriales y proteger de
manera diferenciada a las comunidades méas vulnerables. La implementacién de modelos
que integren criterios técnicos (distancia, inventario, costo), operativos (capacidad,
transporte) y sociales (accesibilidad, prioridad) es indispensable para enfrentar los desafios
logisticos que imponen los desastres hidrometeorolégicos. En el caso del presente modelo,
se implementa en el estado de Veracruz como area piloto, con miras a expandirse hacia
el estado de Chiapas, dado que comparte vulnerabilidades similares frente a fenémenos
hidrometeoroldgicos, alta dispersion poblacional y limitada infraestructura logistica.

Por todo lo anterior, el presente estudio se basa en la construccién de un modelo de
optimizacion entero-mixto no lineal, que articula variables de localizacion de almacenes
preposicionados, gestién de inventarios y niveles de servicio (fill rate), con el fin de
disenar una red logistica humanitaria eficiente, flexible y ética. Este modelo se inspira en
las mejores practicas de la literatura cientifica reciente, adaptandolas a condiciones de
incertidumbre, alta demanda y restricciones operativas.



3 Fundamentaciéon Tedrica y Formulacion
Matematica del Modelo

3.1 Introduccién al problema integrado de localizacion e
inventario

3.1.1 Relevancia en logistica humanitaria y gestion de emergencias

La logistica humanitaria desempefia un papel fundamental en la respuesta a desastres,
al coordinar la disponibilidad, distribucién y acceso equitativo a bienes esenciales
en entornos caracterizados por alta incertidumbre, infraestructura comprometida y
recursos limitados (Balcik & Beamon, 2008; Caunhye et al., 2012). A diferencia de los
sistemas logisticos comerciales —donde predominan criterios de eficiencia econémica—,
los contextos humanitarios priorizan objetivos de rapidez, cobertura universal y
mitigacién del riesgo, lo que exige modelos mateméaticos capaces de integrar decisiones
estratégicas y tacticas bajo condiciones de informacién imperfecta.

En este marco, el problema integrado de localizacién e inventario se ha consolidado
como una herramienta clave para la planificacion anticipada, ya que permite determinar,
de manera conjuntas:

1. La ubicacién 6ptima de almacenes de preposicionamiento, y

2. Los niveles de inventario que deben almacenarse antes de la ocurrencia
de un evento disruptivo.

Ambas decisiones condicionan el desempeno global del sistema en términos de costo total,
robustez operativa y equidad en la atencién (Vanajakum & Kachitvichyanukul, 2023).
Su naturaleza hibrida —estratégica (ubicacién) y tactica (inventario)— impone desafios
estructurales que no pueden abordarse mediante enfoques secuenciales o modelos clasicos
aislados.

Aunque la demanda en estos escenarios es inherentemente incierta, en este trabajo se
adopta un enfoque determinista robusto, ampliamente fundamentado en la teoria de
inventarios bajo demanda aleatoria (Hadley & Whitin, 1963). Este enfoque no modela
la incertidumbre mediante variables aleatorias ni formulaciones estocasticas, sino que la
incorpora de forma paramétrica mediante un stock de seguridad fijo, derivado de
estimaciones de la variabilidad de la demanda.

10



Especificamente, se asume que la demanda en cada zona j € J posee un valor esperado
d; > 0y una desviacion estandar o; > 0, ambos tratados como parametros exégenos
conocidos. Dado un tiempo de reposicién L > 0 y un nivel de servicio objetivo a € (0, 1),
se define el factor de seguridad como Z = ® !(a), donde ®~! denota la inversa de la
funcién de distribucién acumulada de la normal estandar. Aunque esta construccién tiene
raices probabilisticas, en el modelo propuesto todos los elementos son deterministas,
y el término Zov/L se incorpora como un pardmetro de ajuste que refleja la magnitud de
la incertidumbre.

Este enfoque permite formular un modelo de optimizacién no lineal determinista,
cuya estructura matemaética se preserva intacta frente a la complejidad computacional
inherente a los modelos estocasticos. La ausencia de esperanzas, escenarios o variables
de segundo nivel garantiza trazabilidad analitica, estabilidad numérica y compatibilidad
con métodos de optimizacién eficientes para problemas con cotas, como se discutira en
capitulos posteriores.

3.1.2 Limitaciones de los enfoques clasicos bajo incertidumbre y no linealidad

Los modelos clasicos de localizacién e inventario —como el problema de localizacién sin
capacidades (UFLP), el modelo de lote econémico (EOQ) o sus variantes deterministas—
han sido ampliamente estudiados bajo el supuesto de informacién perfecta y
estructura lineal, un enfoque cuya pertinencia disminuye notablemente en escenarios
humanitarios caracterizados por incertidumbre estructural y no linealidad
inherente en costos y restricciones (Hadley & Whitin, 1963; Snyder, 2006).

3.1.2.1 Supuestos restrictivos del modelo EOQ clasico

El modelo EOQ se fundamenta en supuestos como:

1. Demanda constante y conocida D > 0.
2. Tiempo de entrega determinista L > 0.
3. Costos lineales: costo de pedido S, costo unitario de mantenimiento H, sin faltantes.
4. Reposicién instanténea y sin restricciones de capacidad (Hadley & Whitin, 1963).

El costo total del modelo es:

D
ZEOR(Q) = =S + QH + DC,
Q 2
y su soluciéon éptima clasica:
2DS
EOQ _ ‘
@ H

11



Este resultado depende de la deterministicidad y la convexidad estricta. Sin
embargo, en logistica humanitaria:

o La demanda es aleatoria D(w).

e L es incierto debido a afectaciones en infraestructura.

e Los faltantes deben modelarse mediante una penalizacion finita § > 0.

o Los costos pueden presentar economias de escala y no convexidades (Porteus, 2002).

3.1.2.2 Incapacidad del EOQ para capturar riesgo

Si la demanda durante el tiempo de entrega es D ~ N (pu, 0% ), el inventario de seguridad
requiere:

P(DL <Q/2+ Z,01) = o

Con ello, la funcién de costo extendida se vuelve:

D D
2(Q) =25+ <Q+ZQUL> H+DC+ 2 p0. (2.1)
Q 2 Q
Esta funciéon no es convexa globalmente cuando o; depende de (), como ocurre
cuando existe congestion en transporte o variabilidad dependiente del tamanio del pedido
(Bertsimas & Thiele, 2006; Shapiro et al., 2021).

Proposicién (No linealidad estricta).
La funcién Z(Q) definida en (2.1) es diferenciable en (0,00), pero no es
convexa globalmente si >0y o, > 0.
Si o} es constante:
d?*Z _ 2D(S + BC)
aQ* Q°
Pero si 0; = 04/ L(Q) y L(Q) es no lineal, entonces Z(Q) pierde convexidad.

> 0.

Esto demuestra que muchos métodos clasicos basados en convexidad y separabilidad
resultan inaplicables en condiciones realistas.

3.1.2.3 Limitaciones de modelos de localizacion deterministas

El modelo clésico UFLP resuelve:

we{o,l}m,yzozi e Zi Zj A

bajo restricciones de asignacion deterministas. Sin embargo:
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+ La demanda d; es aleatoria.
e Los costos pueden variar segin accesibilidad o danos.
e Las capacidades reales son inciertas.

Modelar d; mediante [E[d;] genera soluciones frégiles frente a escenarios adversos (Snyder,
2006).

3.1.2.4 Ejemplo ilustrativo: EOQ clasico vs. EOQ extendido con stock de seguridad
y penalizacién

Considérese un contexto en el que la demanda esperada es D = 1000 unidades, con una
variabilidad estimada cuya desviacién estandar es o = 10. Aunque la demanda real puede
fluctuar (por ejemplo, entre 800 y 1200 unidades en eventos histéricos), en este enfoque

se modela la incertidumbre mediante pardametros fijos derivados de su comportamiento
estadistico. Los demés parametros son:

e Costo de pedido: S = 100

e Costo unitario de mantenimiento: H =5
e Costo unitario de adquisicién: C' = 10

e Penalizacion por faltante: g = 50

e Tiempo de reposicion: L = 0.1

« Nivel de servicio objetivo: 95% = Z, = 1.645

El stock de seguridad se calcula como:

SS = Z,0VL ~1.645-10-v0.1 ~ 5.20,

aunque en la funcién de costo extendida, este valor se incorpora como un término
constante.

3.1.2.5 EOAQ clasico (ignora incertidumbre y faltantes)

2DS 2(1000)(100
QEOQ:\/H :\/< 5>< )2200,

y su costo asociado es:

200 2
— .1 . 1 .10 = 1 = 11000.
E0Q = 1000 00 + 500 5 4 1000 - 10 = 500 + 500 + 10000 000

13



3.1.2.6 EOQ extendido (con stock de seguridad y penalizacién por faltantes)

La funcién de costo adopta la formas:

Q

2Q =5

(S+Mﬁ+<g+2¢w@>H+DC

Sustituyendo los valores:

_Q 2 _
zﬂ@)_lmm(mo+am)+<Q%5%0-5+1mm0_

Q
600000

+2.5Q + 10026.

Minimizando esta funcién deterministas:

[ 2.5
* = ~ 489. Z(Q") ~ 12475.44.
@ 600000 899, (@) [

Si, por error, se usara la politica del EOQ clasico (Q = 200):

200

2(200) = 55000

+2.5-200 + 10026 = 3000 + 500 + 10026 = 13526,

lo que representa un 8.4% mas de costo respecto a la politica éptima del modelo
extendido, adem&as de una exposicién significativamente mayor al riesgo de
faltante.

Este contraste demuestra que los modelos deterministas que ignoran la variabilidad de la
demanda y los costos de faltante pueden producir politicas subdptimas o inadmisibles
en contextos humanitarios, donde la insatisfacciéon de la demanda tiene consecuencias
operativas y éticas relevantes.

3.1.3 Estructura hibrida: decisiones discretas (ubicacion) y continuas
(inventario)

Los problemas integrados de localizacién e inventario forman parte de una clase
fundamental denominada modelos hibridos o problemas de decision mixta, en los que
coexisten variables discretas y continuas. Este tipo de modelos presenta una complejidad
inherente debida a la ruptura topoldgica inducida por las variables binarias, lo cual
conlleva dominios no convexos y no conexos, impidiendo la aplicaciéon directa de técnicas
clésicas basadas en convexidad (Wolsey, 1998; Grossmann, 2002; Daskin, 2013).

14



3.1.3.1 Formulaciéon matematica del espacio de decisiones

Sea: - J = {1,...,m} el conjunto de ubicaciones posibles para almacenes, - 7 = {1,...,n}
las zonas de demanda, - x = (x,...,2,,) € {0,1}™ las decisiones binarias de apertura,
-y = (y;;) € R los flujos desde almacenes a zonas, - s = (s1,...,5,,) € RT" el

inventario preposicionado.

El espacio factible se define como:

Zyij >d;, Vjed,
ed
X =1 (z,y,8) € {0,1}™ x RT*" x R™ Zy] <s;, Vield, . (2.2)
Jjed
s; < Mz, VieJ

Aqui, d; > 0 representa la demanda de la zona j y M es un pardmetro de gran magnitud.
La tercera restriccién describe un vinculo légico: si x; = 0, entonces s; = 0 y, en
consecuencia, y;; = 0. Este acoplamiento induce una no convexidad estructural

(Bertsekas, 1999).

Proposicién (No convexidad).

El conjunto XU definido en (2.2) no es convexo.

Demostracién. Considérense las configuraciones factibles = = (1,0,...,0) y
+? =(0,1,0,...,0).

El punto medio %xu) + %x@) tiene componentes iguales a 1/2, lo cual viola
la condicién binaria. Luego, X no es convexo.

La consecuencia directa es que condiciones de optimalidad de tipo KKT no garantizan
optimalidad global (Lewis & Overton, 2013).

3.1.3.2 Funcién objetivo y acoplamiento estructural

El costo total del sistema se modela como:

Z(x,y,s) = Zfi(f’?i)‘i‘ Zhisi + chijyzj : (2.3)

i€ = i€d jed
S ——— S—— ———
Costos fijos Costos de inventario  Costos de transporte

Aunque la parte en variables continuas es lineal, el término f;(x;) genera una no
linealidad discreta; mas ain, en la practica humanitaria pueden existir economias de
escala, accesibilidad variable o costos de apertura no lineales, reforzando la complejidad
global (Grossmann, 2002).

El sistema presenta una jerarquia:

15



1. = determina la infraestructura disponible,
2. s depende de z,

3. y depende de s.

Esto produce una dependencia en cascada que elimina la separabilidad global del
problema.

Proposicién (Convexidad condicional).
Para cualquier z € {0,1}™, el subproblema

min Z(z,y,s
(y,5)€X(Z) (#9,5)

es un programa lineal y, por tanto, convexo.
Demostracion. Fijado z, todas las restricciones son lineales en (y,s) y la

funcién objetivo es afin.

Esta propiedad respalda el uso de descomposicién tipo Benders o esquemas maestro—
subproblema (Wolsey, 1998).

3.1.3.3 Ejempilo ilustrativo: interaccion discreto—continuo

Considérese: - m = 2 almacenes,

- n = 2 demandas con d; = d, = 50,
- Costos fijos f; = 300, f, = 400,

- Costos de inventario h; = hy = 3,
- Costos de transporte:

¢ =8, cj5 =15,

Co1 =12, cy9 =T,

- M =100.

(i) Abrir solo 1:

Z =300+ 3-100+ (8-50+ 15 - 50) = 1750.
(ii) Abrir solo 2:

Z =400+ 3-100+ (12-50 + 7 - 50) = 1650.

(iii) Abrir ambos:
Asignacion eficiente, pero mayor costo fijo:

Z =300+ 400+ 3-100 + (8-50 + 7-50) = 1750.

16



Conclusion: es 6ptimo abrir solo el almacén 2.
La solucién cambiaria si los costos fijos disminuyeran, lo que evidencia la sensibilidad
estructural del disefio hibrido (Daskin, 2013).

La integracion simultanea de decisiones discretas y continuas induce dominios no convexos,
dependencias logicas y estructuras no separables que requieren marcos teéricos propios
de la programacion entera mixta, analisis no suave y descomposicion matematica. Esta
base establece los fundamentos del modelo propuesto en las siguientes secciones, donde se
formaliza la integracién bajo condiciones logisticas realistas y restricciones humanitarias.

3.2 Marco general de modelado: variables, parametros y espacio
de decision

3.2.1 Conjuntos de indices: instalaciones potenciales 7 y zonas de demanda

J

La construccién rigurosa de un modelo de optimizacién comienza con la definicién precisa
de los conjuntos de indices, los cuales encapsulan la estructura topologica y seméantica
del sistema bajo estudio. En el contexto del problema integrado de localizacién e
inventario para logistica humanitaria, dos conjuntos indexados fundamentales determinan
la arquitectura del modelo: el conjunto de instalaciones potenciales y el conjunto de
zonas de demanda.

3.2.1.1 Definicién (Conjunto de instalaciones potenciales).

Sea

J:={1,2,...,m}, meN, m>1,

el conjunto finito y numerable de ubicaciones candidatas para la apertura de almacenes
de preposicionamiento. Cada indice i € J representa una localizacién geografica factible
donde podria instalarse una instalacién de almacenamiento y distribucion.

3.2.1.2 Definicion (Conjunto de zonas de demanda).

Sea

Jd:={1,2,...,n}, neN, n>1,
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el conjunto finito y numerable de zonas afectadas o potenciales de demanda. Cada
indice j € J denota una regién geografica donde se anticipa la necesidad de suministros
humanitarios tras un evento disruptivo.

Observacion

Los conjuntos J y J se asumen disjuntos en funciéon, aunque no necesariamente
en localizacién fisica. Desde el punto de vista del modelo, los roles son
distintos:

- Los elementos de J son fuentes de suministro.

- Los elementos de J son sumideros de demanda.

La cardinalidad de estos conjuntos —es decir, m = |J| y n = |J|— determina directamente
la complejidad combinatoria del problema. En particular, el nimero de configuraciones
posibles de apertura de almacenes es 2", lo que implica que incluso para valores modestos
(por ejemplo, m = 30), el espacio discreto es del orden de 10°. Esta explosién combinatoria
subraya la necesidad de métodos de optimizacién estructurada.

3.2.1.3 Ejemplo ilustrativo

Supéngase un escenario de planificacion para respuesta a inundaciones dividido en cinco
distritos. Se identifican tres ubicaciones potenciales para almacenes:

e i =1: Aeropuerto internacional,
e i = 2: Base militar,

e i =23: Centro de distribucién de una ONG.
Asimismo, se consideran cuatro zonas vulnerables:

e j=1: Zona ribereia,
e j=2: Area rural,
e j = 3: Barrio urbano denso,

e j =4: Comunidad indigena aislada.

Los conjuntos indice resultan:

7={1,2,3}, J=1{1,2,3,4}.

Sobre estos conjuntos se definiran:
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o variables binarias z; € {0,1} para cada i € J,
o variables continuas de flujo y;; > 0 para (i,j) € 7 x J,

e pardmetros exdgenos como c;; (costos), f; (costos fijos) y d; (demanda).

Nota metodolégica.
En modelado riguroso, los conjuntos indice deben definirse antes que las
variables, dado que estas heredan su dominio directamente de aquellos.

Los conjuntos J y J constituyen estructuras matematicas esenciales que determinan la
escala, la conectividad y la complejidad del modelo. Su correcta definicién resulta crucial
para la formalizacién posterior de variables, restricciones y dependencias del sistema.

3.2.2 Variables de decisi6n: binarias (z;) y continuas (y,;)

Una vez establecida la estructura combinatoria del problema mediante los conjuntos
indice J y J, el siguiente paso en la formulacién rigurosa de un modelo de optimizacion
es la definicién precisa del espacio de decisiones, mediante la especificacién de las
variables de decisién. En el problema integrado de localizaciéon e inventario, este
espacio es hibrido, compuesto por dos tipos cualitativamente distintos de variables:

e Variables binarias, que modelan elecciones discretas de infraestructura,
e Variables continuas, que representan flujos fisicos de recursos.

Esta dualidad refleja la naturaleza multinivel del problema: decisiones estratégicas
(;ddénde construir?) y decisiones técticas u operativas (jcudnto enviar?).

3.2.2.1 Definicién (Variables binarias de localizacion).

Para cada i € J, se define la variable binaria

Ly € {0’ 1}7

donde

1, si se decide abrir una instalacién en la ubicacién ¢,

L= .
0, en caso contrario.
El vector z = (z;);cs € {0,1}™ codifica una configuracién de infraestructura del

sistema logistico. Estas variables pertenecen a un espacio discreto no convexo y finito
cuya cardinalidad es 2™.
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3.2.2.2 Definicion (Variables continuas de flujo).

Para cada par (i,j) € J x 7, se define la variable continua

vi; € Ry,

que representa la cantidad de unidades asignadas desde la instalacién ¢ a la zona de
demanda j en el periodo de planificacién.

El tensor y = (y,;) s, jjesxg € RI™" describe la estructura de asignacién del sistema, y
pertenece a un espacio vectorial convexo, cerrado y de dimension finita.

Observacién (Naturaleza hibrida del espacio de decisiones).
El espacio total de decisiones es el producto cartesiano

D ={0,1}™ x R,

que es no convexo, no conexo y discontinuo en la direcciéon discreta. Esta
estructura impide la aplicacién directa de herramientas del anélisis convexo
clésico y exige métodos de optimizacion mixta.

Las variables z; y y,;; no son independientes. Su acoplamiento se establece mediante
restricciones de factibilidad, que garantizan que no se asignen flujos desde instalaciones
no abiertas. Para todoi € Jy je€ J:

donde M > 0 es una constante suficientemente grande (por ejemplo, M = Zje p dj). La
restriccién (2.4) es una formulacién big-M estdndar que modela la implicacién logica:

3.2.3 Ejemplo ilustrativo: interpretacion y acoplamiento de variables

Sea:

7={1,2,3}, J=1{1,2,3,4}

Supoéngase que se decide abrir instalaciones en ¢ =1y ¢ = 3, pero no en ¢ = 2:

r=(1,0,1).

Las restricciones big-M implican:
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* Yo; = 0 para todo j,
* Y1;,Y3; = 0 como flujos posibles.

Una asignacion factible es:

Y11 = 30, Y12 =20, y13=0, ¥4 =0,
Yo1 = Yoo = Yoz = Yau = 0,
Y31 = 10, Yso =0,  y33 =40, ygy = 25.

Si la demanda es d = (40, 20, 40, 25), esta asignacién es factible y completa.

Este ejemplo muestra que las variables binarias activan o desactivan subespacios del
espacio continuo de flujos, generando una particién de 2D en 2™ subespacios convexos.

Las variables z; y y,; constituyen los grados de libertad fundamentales del modelo.
Su naturaleza hibrida —discreta y continua— refleja la dualidad entre planeaciéon
estratégica y operacién tactica. El acoplamiento légico mediante restricciones big-M
introduce no convexidad, justificando el uso de técnicas de optimizacién entera y métodos
especializados. Las siguientes secciones integraran estas variables en la funcién objetivo y
en las restricciones de balance de flujo.

3.2.4 Parametros del sistema: costos fijos, unitarios, demanda y capacidades

En la formulacién matemaéatica de un problema de optimizacién, los parametros
constituyen los datos exbégenos que estructuran el espacio factible y la funcién objetivo. Su
correcta especificacion es requisito previo a la definicién de variables y restricciones; por
tanto, deben presentarse con dominio y unidades explicitas (préactica recomendada por
Lewis y colaboradores; Lewis, 2003). En el problema integrado de localizacién e inventario
consideramos, de modo explicito, las cuatro familias de parametros siguientes.

3.2.4.1 Costos fijos de apertura

Para cada i € J definimos
fieRy

como el costo fijo de apertura de la instalacién en la localizacién 7. En la formulacién
estandar el término contribuye a la funcién objetivo mediante f;z, si x; es la variable
binaria de apertura. Se exige

fi =0, VieJ.

Observacion practica: cuando la apertura implica economias o penalizaciones no triviales

(por ejemplo, coste creciente con la capacidad instalada o costes discretos adicionales por
remocién), f; puede modelarse como funcién f;(z;, s;); sin embargo, para la formulacién
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base se adopta linealidad en x; y se externalizan las no linealidades en extensiones
(Shapiro et al., 2021).

3.2.4.2 Costos unitarios de transporte

Para cada par (i,j) € J x J definimos

c;; €Ry,

el costo unitario de transportar una unidad desde la instalacién ¢ hasta la zona de
demanda j. Requerimos
cij 2 07 vZ7 ju

y denotamos la matriz C' := [c;;]; ; € RT*". En contextos humanitarios c;; incorpora
I,

distancia, tiempo de acceso y penalizaciones por rutas inseguras; su estimacién suele

derivar de informacién geoespacial y modelos de capacidad vial (Daskin, 2013).

3.2.4.3 Demanda esperada

Para cada j € 7, sea
d; €Ryy

la demanda esperada en la zona j durante el horizonte considerado. Adicionalmente
definimos el vector d = (d;);cy. En la formulacién determinista de referencia usamos
d; como estimador puntual (p- €j. esperanza), con la advertencia explicita de que su
uso directo puede producir soluciones fragiles en colas de distribucién (Snyder, 2006).
Notacién:

d; >0, Vj, deRy,.

3.2.4.4 Capacidades de almacenamiento

Para cada i € J definimos la capacidad maxima s}*** mediante

s e R, U {+o0}.

La restriccién de capacidad se escribe, asociada a la légica de activacion z;:

Zyij < s VieJ. (2.5)
Jjed
En ausencia de un tope operativo se toma s*** = 400 (modelo no capacitado); en practica
real s;"** suele venir de disponibilidad fisica, limitaciones regulatorias o logisticas.

22



3.2.4.5 Propiedades y observaciones formales

1.

. Sensibilidad estructural: Pequenas variaciones en f;, c

Dominios y no ambigiiedad: Todos los parametros deben venir acompafiados
de su dominio y unidades. Esto evita ambigiiedades en pruebas de existencia,
estabilidad numérica y escalado de variables (Lewis, 2003).

ij» d; 0 s pueden
cambiar la estructura del éptimo (p. €j. la configuracién x*). Por ello, el anélisis
de sensibilidad y escenarios es parte inseparable de la modelacién robusta (Snyder,

2006; Shapiro et al., 2021).

. Eleccion de M en big-M: Si se usa la formulacién y,; < Mz, para acoplar

variables (versus la formulacién con s***), se recomienda elegir M igual a una cota

realista (ej. Zj d;) para evitar degradacién numérica; empero, la formulacién (2.5)
es preferible por su interpretacién fisica y por estrechar el dominio factible.

3.2.4.6 Ejemplo numérico (verificacion de factibilidad y calculo de costo)

Tomemos la instancia didactica ya utilizada en las secciones previas:

7=1{1,2,3), J = {1,2,3,4).
Costos fijos (miles USD): f = (300,400, 250).
Matriz C' = [c;;] (USD/unidad):

8 20 15 25
C=112 18 10 30].
20 10 12 18

Demanda: d = (40, 20,40, 25) (unidades).
Capacidades: s™** = (100, 80, 90).
Consideramos la decisién = (1,0,1) y la asignacion

Y11 = 30, y12 =20, Y33 =0, y;4 =0,
Y21 = Y2 = Ya3 = Ya4 = 0,
y31 == 10, y32 == 0, y33 == 40, y34 == 25

Paso 1 — Verificacién de capacidades (ecuacién (2.5)):

Para i =1:

D 41, =30420+0+0=50 < sz, =100-1=100 .
J

Para i = 2:
D 4y, =0<80-0=0 V.
J
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e Parai=3:
D yp;=10+0+40+25=75<90-1=90 V.
J

Paso 2 — Verificacién de cobertura de demanda:

e j=1:y;; +y3 =30+10 =40 =d,
o =2 y1p =20=dy,
o J=3: yz3 =40 = ds,
o j=4: y3y =25 =4d,.

Cobertura completa = factible.

Paso 3 — Calculo del costo total

La funcién de costo (determinista, sin mantenimiento de inventario explicito) se toma
como

Z(wy) =) fawi+) D iy

edJ ied jed
Sustituyendo:

o Término fijo: fixq + fzz5 = 300 + 250 = 550 (miles USD).
o Transporte (USD): calcular cada contribucion

830 =240, 20-20 =400, 20-10= 200,
12 .40 =480, 18-25 = 450.

Suma transporte = 240 + 400 4 200 + 480 + 450 = 1770 USD.
Total (homogeneizando unidades a miles USD):

Z =550 (miles) + 1.770 (miles) = 2.320 miles USD.

Interpretacion: la solucién es factible y el costo cuantificado; variaciones en d, ¢;; o
f; deben re-evaluarse mediante analisis de sensibilidad y, en contextos reales, mediante
formulaciones estocasticas o robustas (Snyder, 2006; Shapiro et al., 2021).

La especificacion explicita de f;, ¢;;, d; y s]*** permite no solo la construccién del problema

determinista base sino también su extensién a modelos estocasticos (reemplazando d; por
variables aleatorias cij) o robustos (definiendo conjuntos de incertidumbre para d; y c;;).
La préctica recomendada (Lewis, 2003; Shapiro et al., 2021) es: (i) documentar fuentes
y unidades de cada pardmetro; (ii) fijar cotas realistas para s*** o M; y (iii) efectuar
pruebas de sensibilidad sistematicas antes de adoptar politicamente cualquier solucién.
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3.3 Definicion formal del espacio factible X

En optimizacién matematica, la estructura del conjunto factible determina en gran
medida la naturaleza del problema, su complejidad computacional y la aplicabilidad de
métodos de solucion. Para el problema integrado de localizacion e inventario, el espacio
factible es un subconjunto hibrido del producto cartesiano entre un espacio discreto
y uno continuo. A continuacién se define formalmente este conjunto y se analizan sus
propiedades estructurales clave.

3.4 Definicion (Espacio factible).

Dado el conjunto de instalaciones potenciales J, el conjunto de zonas de demanda 7, y los
parametros exégenos d; > 0, s € R, U {+0o0}, y una constante M > 0 suficientemente
grande (por ejemplo, M = > d.), el espacio factible del modelo se define como:

Jjed v
(i) Zyijzdjﬂ vVied,
eJ
Xi= 1 (m,y) € {0, 1} x RI™ | (i) ) g, < sPay, Vie T,
jed
(iil) y;; < Muwy, V(i,j) eI xJ

Las tres familias de restricciones tienen interpretaciones operativas precisas:

o (i) Cobertura de demanda: cada zona j debe recibir al menos su demanda
esperada d;.

o (ii) Capacidad condicionada: el flujo total saliente de la instalacién ¢ no puede
exceder su capacidad maxima si estd abierta (z; = 1).

« (iii) Activacién légica fuerte: garantiza y;; = 0 cuando z; = 0, fortaleciendo las
relajaciones lineales.

Observacion 2.2.4.1.
Si s = 400, la restriccién (ii) se sustituye simplemente por y;; < Mz,;. La
estructura analitica permanece intacta.

3.4.1 Propiedades estructurales del espacio X
3.4.1.1 Proposicion (No convexidad y no conexidad).

El conjunto X es no convexo y, en general, no conexo en la topologia estandar de
[Rm X [R’I”TLXTL
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Demostracién.
Considérese m > 2. Sean:

o (M, yM) con 2z =e, y yﬁ) =d;,
e (@?,y?) con 2@ = ey y y = d;.

Ambos puntos son factibles. Su media:

tiene T, = 7, = 1/2 ¢ {0, 1}, por lo que no pertenece a .
Ademaés, no existe un camino continuo dentro de X' que conecte ambos puntos, ya que
cualquier camino debe atravesar valores fraccionarios de x.

3.4.1.2 Proposicion (Descomposicion en secciones convexas).

x= [J (z}xy@),

ze{0,1}m

donde

Zyij = d;, Y,
Y(z) = yeRmn | O
® " Zyiﬂ' < sy, Vi
J

es un poliedro convexo (posiblemente vacio).

Demostracién.

Para 7 fijo, las restricciones que definen ¥(Z) son lineales en y, por lo que el conjunto es
convexo y cerrado.

La unién es disjunta porque cada seccién responde a un valor distinto de x.

Esta descomposicién motiva algoritmos hibridos: resolver un subproblema convexo para
cada Z y usar técnicas combinatorias para explorar {0, 1}.
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3.4.1.3 Ejempilo ilustrativo: construccion explicita de I

Sea:
e J={1,2}
o« J={1}
L4 dl - 10
o ST =P =15
e M =10
Entonces:
1. x =(0,0):
Y11 = Y1 = 0, pero exige y;; + vy, > 10 infeasible.
2. z=(1,0):
y21 = 0, yll S [10, 15]
3. x=(0,1):
yll - O, y21 S [10, 15]
4. x = (1,1):

Y11 + Y21 2> 10, con y;; < 15.
Es un poliedro factible en dimension 2.

Este ejemplo muestra que X estd formado por componentes disjuntas: dos segmentos y
un poliedro 2D.

El conjunto X' posee una estructura combinatoria compleja: es no convexo y no conexo,
pero admite una descomposicién en secciones convexas. Su correcta caracterizaciéon
es esencial para asegurar consistencia del modelo, existencia de solucién y diseno de
algoritmos eficientes. En las siguientes secciones, este espacio actuard como dominio de
la funcién de costo total.

3.4.2 Funcion objetivo general en problemas de localizacién—inventario

La funcién objetivo de un modelo de optimizacién encapsula el criterio de desempeno
que se busca minimizar o maximizar. En problemas de localizacién—inventario para
logistica humanitaria, este criterio suele ser una medida econémica agregada que
refleja los costos totales del sistema, ponderando compromisos entre infraestructura fija,
operacion logistica y servicio a la demanda. A continuacién, se define formalmente la
funcién objetivo general, se descompone en sus componentes estructurales y se analizan
sus propiedades matematicas.
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3.4.2.1 Definicion (Funcion objetivo total)

Dado el espacio factible X' definido previamente y los pardmetros f; > 0, ¢;; > 0, la
funcién objetivo total Z : X' — R se define como:

Z(x,y) = Zfi$i + chijyij + Zhi (Z%;) :

ieJ €J jeg eJ jed
e
(A) Costo fijo de apertura  (B) Costo de transporte  (C) Costo de inventario

Aqui, h; > 0 es el costo unitario de mantenimiento de inventario en la instalacién
i. El término modela el costo asociado al volumen total preposicionado (equivalente al
total despachado en el modelo determinista base).

La funcién Z es afin en y para z fijo, y lineal en x cuando y es tratado como variable
libre. Sin embargo, en el dominio restringido X, la interaccion discontinua entre ambas
familias de variables induce una estructura global no lineal.

Observacién (Interpretacién econémica de los términos)

- (A): decisiones estratégicas de largo plazo.

- (B): costos operativos de corto plazo.

- (C): costo de oportunidad del inventario preposicionado.

En logistica humanitaria, f;, ¢;; y h; pueden incorporar factores no monetarios
(tiempo, riesgo, deterioro, ética), siempre que estén normalizados en una
métrica comun.

3.4.2.2 Propiedades analiticas de $ Z $
3.4.2.3 Proposicion (Continuidad y acotacion inferior)

La funcion Z : X' — R es continua en la topologia relativa de X' y estd acotada
inferiormente por cero.

Demostracion.

Como X' C {0,1}™ x R, su topologia relativa es la unién disjunta de secciones del
tipo {z} x Y(x). En cada seccidn, la funcién y — Z(z,y) es afin, y por tanto continua.
Dado que todos los coeficientes f;, c;;, h; son no negativos, se tiene Z(x,y) > 0 para
todo punto factible.
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3.4.2.4 Proposicion (Coercividad condicional y existencia de solucion)

Si X +# (), entonces el problema

min Z(x,
o, (z,9)

admite solucién 6ptima.

Demostracién.
Como el conjunto discreto {0,1}™ es finito, la minimizacién puede escribirse como:

A5 i (S v ) |

(S
yey(x i

Para cada z tal que ¥(z) # 0, el subproblema interno es un programa lineal definido
sobre un poliedro no vacio y acotado (ya que existen cotas inferiores por demanda y los
coeficientes son no negativos). Por el teorema de existencia de minimo en poliedros, el
subproblema posee soluciéon. Como el nimero de posibles T es finito, el minimo global
existe.

3.4.2.5 Ejemplo ilustrativo: evaluacion explicita de Z(z,y)

Considérese el escenario:

o J={1,2},
e J= {1},
e d; =10,

L4 fl == 300, f2 = 400,
o ¢y =10, ¢y = 12,
L4 hl - 3, h2 — 2

Caso 1: = (1,0), y;; =12, y5;, =0

Z(x,y) = f1o1 + fazg + (c11 + hy) Y11 + (co1 + ha) Yoy
=300+0+(10+3)-12+(124+2)-0
= 300 + 156 = 456.
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Caso 2: = (0,1), yy; = 10

Z =0+ 400 + (12 +2) - 10 = 540.

Caso 3: z = (1,1), y;; =6, yy,; =4

Z =300+400+13-6+ 14 -4 = 834.

El valor minimo se obtiene abriendo inicamente la instalacién 1, con inventario despachado
12 (mayor que la demanda), lo cual es admisible y econémicamente éptimo bajo estos
parametros.

La funcién objetivo Z(x,y) formaliza el anilisis de compromisos entre inversién en
infraestructura, costos operativos e inventario preposicionado. Su estructura afin por
partes y la no convexidad del dominio X' definen un MILP clédsico, aunque constituyen la
base tedrica necesaria para extensiones no lineales, robustas o estocasticas. La existencia
garantizada de al menos una solucién éptima justifica el enfoque algoritmico planteado
en el Capitulo 3.
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4 Métodos numéricos y optimizacion con
restricciones tipo caja

En este capitulo se presentan los fundamentos teéricos y computacionales de los métodos
de optimizacién aplicados a problemas con restricciones tipo caja, es decir, aquellos en
los que las variables de decision se encuentran acotadas superior e inferiormente dentro
de un dominio compacto. Este tipo de problemas es comiin en la modelacién de sistemas
fisicos, econémicos y logisticos, donde las condiciones naturales o estructurales limitan el
espacio de busqueda de soluciones Bertsekas (2016).

El desarrollo del capitulo se organiza en cinco secciones. En primer lugar, se introducen
los fundamentos de los métodos iterativos de primer y segundo orden, enfatizando los
mecanismos de actualizacion del gradiente y la aproximacion del Hessiano. Posteriormente,
se extiende el andlisis hacia dominios con restricciones tipo caja, detallando la formulaciéon
y justificacién estructural del algoritmo L-BFGS-B, uno de los mas eficientes para
resolver problemas de gran escala con cotas bajo el esquema de Byrd et al. (1995);
Nocedal y Wright (2006). En la tercera seccién se analizan los resultados teéricos de
convergencia del método bajo hipdtesis de regularidad, presentando un teorema global
que garantiza la existencia de puntos estacionarios que satisfacen las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT). En seguida, la cuarta parte describe la implementacién
computacional del algoritmo y los experimentos numéricos realizados para evaluar su
desempenio frente a otros métodos clasicos de optimizacién sin restricciones. Finalmente,
se incluye una discusién critica acerca de las ventajas, limitaciones y posibles extensiones
del enfoque propuesto.

El propoésito de este capitulo es ofrecer una comprensiéon integral del método L-BFGS-B,
integrando su base matematica, su estructura computacional y su relevancia practica
para la resolucién eficiente de problemas con restricciones tipo caja.

4.1 Fundamentos de métodos iterativos de primer y segundo
orden

4.1.1 Método de gradiente descendente y sus propiedades de convergencia

El método de gradiente descendente constituye el algoritmo mas elemental dentro de
los métodos iterativos de primer orden para la minimizacién no lineal de funciones
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diferenciables. Su fundamento se basa en la propiedad geométrica de que el gradiente de
una funcién escalar f : R™ — R, diferenciable en un punto x € R™, apunta en la direccién
de méximo crecimiento local. En consecuencia, la direccién opuesta, —V f(x), indica un
camino de descenso local siempre que V f(x) # 0 (Nocedal y Wright (2006)).

Formalmente, dado un punto inicial z, € R”, el método genera una sucesion {x;}-q
definida por
T = T — gV f(xy),

donde o, > 0 es la longitud de paso seleccionada en cada iteracién mediante una busqueda
lineal adecuada.

La eleccién de o, resulta determinante para la convergencia. Una estrategia robusta
impone las condiciones de Wolfe (Nocedal y Wright (2006)):

[l —ap Vf(xy) < fzg) — cro |V F(x)lI?,
Vf(x), — oV f(xy) TV () > eo| Vf ()],

donde 0 < ¢; < ¢y < 1. La primera asegura un descenso suficiente y la segunda evita
pasos demasiado pequenos.

4.1.1.1 Propiedades de convergencia

Bajo las hipétesis:

1. f es continuamente diferenciable en un conjunto abierto que contiene al conjunto
de nivel £ ={z € R": f(x) < f(z)},
2. £ es compacto,

el método de gradiente descendente con pasos que satisfacen las condiciones de Wolfe
garantiza que

liminf |V f(x;)| = 0.
k—o0o

Si, ademas, f es fuertemente convexa, es decir, existe m > 0 tal que

(V@) =V fy) (@ —y) =mlz—y|?

entonces la sucesién {z,} converge linealmente al minimizador z*, cumpliendo

|20 = 2" < pllzy =27, p < (0,1).
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4.1.1.2 Ejemplo ilustrativo

Consideremos f(z) = 32" Az —b'z, con

=8 ()

El gradiente es V f(z) = Az. Partiendo de z, = (1,1)", se obtiene mediante btisqueda
lineal exacta:

13
% =156 ¥ 0.1032, z; = (0.7937,—0.0317)".

La trayectoria oscila hacia 2* = (0,0)", evidenciando la convergencia lineal y la influencia
del nimero de condicién k(A) = 5.

Este comportamiento justifica la necesidad de métodos que incorporen informacion de
segundo orden, como los métodos de tipo cuasi-Newton, presentados en la siguiente
seccion.

4.1.2 Métodos cuasi-Newton: aproximacion del Hessiano y convergencia
superlineal

Los métodos cuasi-Newton constituyen una clase fundamental de algoritmos iterativos
para la minimizacién de funciones diferenciables sin restricciones, disenados para emular
el comportamiento del método de Newton sin requerir la evaluacion explicita del Hessiano
V2f(z,). En lugar de ello, estos métodos construyen aproximaciones sucesivas
B, € R™" (o H,, ~ (V2f(x,))"!) a partir de la informacién de gradientes acumulada
durante la iteracién, logrando asi tasas de convergencia superlineales bajo hipdtesis
razonables Nocedal y Wright (2006).

Sea f : R™ — R una funcién continuamente diferenciable. El esquema genérico de un
método cuasi-Newton se expresa como

Ty = T — o BV (),

donde B, es una matriz simétrica definida positiva que aproxima el Hessiano V2f(x,), y
ay, > 0 se elige mediante una bisqueda lineal (por ejemplo, las condiciones de Wolfe).

La actualizacion de B, se basa en la ecuacién secante, derivada de la expansion de
Taylor de primer orden del gradiente:

V(@) — Vi(z,) = v2f<xk><xk+l —Tp).
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Definiendo los incrementos

S 1= L1 — T, Y = Vf(wk-‘rl) - Vf(xk)’

la, ecuacién secante exige que la nueva aproximacion B, satisfaga

Byy185k = Yy
Dado que esta ecuacién impone solo n restricciones lineales sobre los w grados de
libertad de una matriz simétrica, se requiere un criterio adicional para determinar B,
de forma tnica. Los métodos cuasi-Newton clasicos surgen al imponer que B;_; sea la
matriz mas cercana a B, en alguna norma matricial adecuada, sujeta a la ecuacion
secante y a la simetria.

4.1.2.1 El método BFGS

El algoritmo BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) es el método cuasi-Newton
mas utilizado en la practica. Se obtiene al minimizar la distancia entre Hy,, = By}, vy
H, = B,;l en una norma de Frobenius ponderada que garantiza invariancia de escala.
La féormula de actualizacién de la matriz inversa resultante es

Hy = (I — pyspyp VH (I — prypsi) + prsisy »

donde p;, = (y{ s,)"" y se asume y; s, > 0 (condicién de curvatura), garantizada si la
btsqueda lineal cumple las condiciones de Wolfe.

El método BFGS posee propiedades tedricas destacadas:

e Si f es dos veces continuamente diferenciable y su Hessiano V2f es Lipschitz-
continuo en una vecindad de un minimizador x*, y la bisqueda lineal satisface las
condiciones de Wolfe, entonces la sucesién {z;} cumple

lim |z, —2*| =0,
k— o0
y la convergencia es superlineal:

|2 =27 _

lim =0.

k—oo |z — x|

Este resultado se basa en la caracterizacién de Dennis y Moré (1977):
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[(By = V2f@)sil _

lim
ko0 sl

e Si ademés f es cuadratica y fuertemente convexa, BFGS converge en a lo sumo n
pasos, generando direcciones conjugadas respecto al Hessiano exacto.

4.1.2.2 Ejemplo ilustrativo: minimizacién cuadratica con BFGS

Sea la funcién cuadrética fuertemente convexa en R2:

2 0 2
_ 1.7 T _ _
flz) =352 Az —b'x, A_<O 10), b_<10)’

cuyo minimizador es z* = A71b = (1,1)".

Partimos de z, = (0,0)" y elegimos H, = I como aproximacién inicial de la inversa del
Hessiano. Utilizamos bisqueda lineal exacta.

Iteracién k£ = 0:

o Direccién: py = —H,V f(xy) = (2,10)".
e Paso 6ptimo:
T 104 13
_ Vf(fo) Po _ = 2 ~0.1032.
Do APy 1008 126

0

e Nuevo punto:
I’l = xo + Oéopo = (02063, 10317>T

e Incrementos:
sg =Ty — %y, Yo = V[f(x)—Vflzrg) = Asg.

o Condicién de curvatura: yg s, &~ 10.746 > 0.

e Actualizaciéon BFGS:
i~ (0503 —0.004
1™ 1-0.004 0.100 )’

que aproxima bien a A~ = diag(0.5,0.1).
Iteracion k£ = 1:

« Vi(z,) = Az, — b (—1.587,0.317)".

o Direccién: p; = —H,V f(x;) ~ (0.792,—0.032) .

e Paso éptimo: «; ~ 1.033.

o Nuevo punto: z, &~ (1.022,0.999)", muy cercano a z* = (1,1).
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En solo dos iteraciones el algoritmo reduce el error residual en més de un orden de
magnitud, demostrando la convergencia superlineal del método BFGS para funciones
cuadraticas. Este comportamiento se mantiene en problemas no cuadréticos siempre que
el condicionamiento sea razonable y la biisqueda lineal sea suficientemente precisa.

4.1.3 Familia Broyden y el método BFGS como caso prototipico

La clase de métodos cuasi-Newton puede organizarse en torno a la familia de
actualizaciones de Broyden, un conjunto paramétrico de formulas que preservan la
ecuacion secante y generan matrices simétricas actualizadas a partir de la informacion de
gradiente acumulada. Esta familia engloba los métodos mas relevantes en la practica,
entre ellos el BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) y el DFP (Davidon—
Fletcher-Powell), y permite analizar sus propiedades de convergencia, estabilidad y
eficiencia computacional de manera unificada Nocedal y Wright (2006).

Sea f: R™ — R una funcién dos veces continuamente diferenciable. En cada iteracion k,
se dispone de los incrementos

Sk = Ty — T Yp = VI (@p41) — V()

y se busca una matriz simétrica B, ; € R™*" que satisfaga la ecuacién secante
By 1181 = Y- (3.11)
La familia de Broyden se define como el conjunto de actualizaciones

o BkSkSZBk ?/ky/z

B =B T 3.12
k1 (Px) k 5] Bysy ol s + O ViU ( )
donde
Y Bysy, )
v = — , (3.13)
b (?J;ISk SZBkSk

y ¢ € R es un pardmetro que determina el miembro particular de la familia.

La férmula (3.12) puede interpretarse como una combinacién convexa de dos
actualizaciones extremas:

« BFGS: ¢, =0,
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De hecho,
Bk:-H (¢k) = (1 - ¢k>BE-E?S + ¢kB£ff‘ (3-14)

4.1.3.1 Propiedades de la familia restringida de Broyden

Una subclase especialmente relevante es la familia restringida de Broyden, asociada
a ¢, € [0,1]. Bajo la condicién de curvatura
yi s, >0, (3.15)

garantizada si la busqueda lineal cumple las condiciones de Wolfe, todos los miembros de
esta subclase preservan la definida positividad de B, siempre que B, sea simétrica
definida positiva. Esta propiedad asegura que la direccién de bisqueda

Py = =By 'V (zy) (3.16)

sea de descenso. Ademaés, si f es una funcién cuadratica fuertemente convexa, cualquier
método de la familia restringida de Broyden converge en a lo sumo n pasos, generando
direcciones conjugadas respecto al Hessiano exacto V2 f Dennis y Moré (1977).

4.1.3.2 El método BFGS como caso prototipico

El método BFGS corresponde a ¢, = 0 en (3.12). Su férmula de actualizacién de la
inversa del Hessiano aproximado H, = B; ! es

Hy o = (I — ppspyi VH (I — prypsi) + pesisy, ok = (Y s,) " (3.17)

Esta formulacién evita la inversién explicita de matrices y facilita el calculo de la direccién
de busqueda:

pr = —H,V f(zy).
El método BFGS se distingue por:

e Su invariancia afin: el comportamiento es independiente de escalas y
transformaciones lineales.

o Su propiedad de autocorreccidn (self-scaling): si H, es una mala aproximacion,
la iteracién corrige rapidamente la orientacién de la matriz.

e Su convergencia superlineal garantizada bajo hipétesis estindar de suavidad y
busqueda lineal Fletcher (1987).
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4.1.3.3 Ejemplo ilustrativo: actualizacién BFGS en R?

Sea

fl@)=32TAz—bTz, A= (le ;), b= G) .

El minimizador es z* = A7'b = (1/7,3/7)" ~ (0.1429,0.4286)". Partimos de z, =
0,0)" y Hy = 1.

Tteracién k£ = 0:

o Vf(zg) = (=1,-1)"

* Po = (L )T'

e ay=2=0.25.

o 7, =(0.25,0.25)".

o Vf(z;)=1(0.25-0.25)".

e 50=1(0.25,0.25)", y, = (1.25,0.75)".
e ylsy=05>0,py =2

CH o~ 0.406 —0.344
1™~ \—-0.344 0.906 )

Tteracién k£ = 1:

e p, =—H,(0.25,—-0.25)T ~ (—0.1875,0.3125)" .
e a, ~ 0.857, 2, ~ (0.089,0.518)".

Tras dos iteraciones, ||z, —z*|| ~ 0.09, y H; aproxima bien A~!, demostrando la capacidad
del método para capturar la geometria de segundo orden con pocas actualizaciones.

El método BFGS representa el caso prototipico dentro de la familia de Broyden, al
combinar eficiencia computacional, robustez teérica y convergencia superlineal incluso en
problemas moderadamente mal condicionados.

4.2 Extensiéon a dominios con restricciones tipo caja

En la practica, muchos problemas de optimizacién imponen limites naturales o

estructurales sobre las variables de decisién, dando origen a los denominados problemas

con restricciones tipo caja. En este contexto, las variables estan acotadas

por limites inferiores y superiores que definen un dominio factible de la forma
— n .

Q={rxeR":{, <z, <u}

Estos problemas aparecen con frecuencia en aplicaciones de ingenieria, finanzas y
logistica, donde ciertas magnitudes no pueden sobrepasar intervalos fisicamente admisibles.
Extender los métodos de optimizacion a dominios de este tipo requiere incorporar
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operadores de proyeccién ortogonal que aseguren la factibilidad de cada iteracién sin
comprometer la convergencia del algoritmo. La presente seccion desarrolla las propiedades
analiticas de dicha proyeccién, que constituye el niicleo geométrico de los métodos con
restricciones tipo caja.

4.2.1 Proyeccion ortogonal sobre conjuntos de cotas: definicién y propiedades

En la optimizacién con restricciones tipo caja, el conjunto factible se define como

QZ{ZL’E[R”EZSJ‘ZSUZ, izl,...,n},

donde £ = ({1,...,0,)" € R"U{—00}" y u = (uy,...,u,) € R® U {+occ}" satisfacen

rvn
¢, < u,; para todo i. Este conjunto es convexo, cerrado y no vacio, lo que garantiza

que la proyeccién ortogonal de cualquier punto z € R™ sobre ) estd bien definida y es
Unica.

4.2.1.1 Proyeccion Ortogonal

La proyeccién ortogonal de z sobre €2, denotada P, (z), se define como la solucién tnica
del problema de minimizacion

Po(z) = argmin 1]z — z|. (3.18)
e

Dado que € es un producto cartesiano de intervalos cerrados, la proyeccién se
descompone coordenada a coordenada:

[Pq(2)]; = min{u,;, max{¢;, z;}}, i=1,....,n. (3.19)

Esta expresién corresponde a la llamada funcion de recorte (clipping function), que
restringe cada componente de z al intervalo factible [¢;,u,].

4.2.1.2 Propiedades fundamentales

1. No expansividad

[Po(z) = Po(w)|| < [z —w], Vz,weR™ (3.20)

Por tanto, Py es una aplicacién Lipschitz continua con constante 1, lo que
implica estabilidad numérica.
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2.

Caracterizacién variacional

Un punto z* € Q satisface x* = P(z), si y solo si,

(z—a*) (z—2%) <0, Ve (3.21)

Geométricamente, esto significa que el vector residual z — z* forma un angulo
obtuso con cualquier direccién factible desde x*.

. Condiciones de complementariedad (KKT)

Para cada i se cumple

7 7 = 2 < Eia

£Z<'/L‘Z<uz :>Z’L':$’L'7
que equivalen a las condiciones de optimalidad de primer orden del problema
cuadrético (3.18).

4.2.1.3 Ejemplo: proyeccién en R3

Sea

Q={reR®:1<2, <3, 2,<2, 23 >0}, z=(0.5,25 —12)".

Aplicando (3.19) coordenada a coordenada:

x} = min{3, max{1,0.5}} =1,
x5 = min{2, max{—00,2.5}} = 2,
x5 = min{+oo, max{0,—1.2}} = 0.

Por tanto,

Po(z)=(1,2,0)".

Comprobamos la caracterizacion variacional:

(z—a*)"(x —2*) = (=0.5, 0.5, =1.2) T - (2 — 1, 25 — 2, 25 — 0).

Dado que z; > 1, 25 < 2, 3 > 0, cada término parcial es no positivo, y la suma total

<0.
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Asimismo, las condiciones (3.22) se satisfacen coordenada a coordenada: z7 = 1 con
21 =05<1,25=2con 2z, =25>2,yx5=0con 23 =—12<0.

Este ejemplo ilustra cémo la proyeccién actiia localmente sobre cada componente,
garantizando factibilidad sin resolver sistemas lineales. Su simplicidad y propiedades de
estabilidad hacen que el operador P sea esencial en algoritmos de optimizacién a gran
escala, como el método L-BFGS-B, en el cual se aplica en cada iteraciéon para mantener
las variables dentro de los limites definidos.

4.2.2 El algoritmo L-BFGS-B: formulacién y justificacion estructural

El algoritmo L-BFGS-B (Limited-memory BFGS with Bounds) extiende el método
cuasi-Newton BFGS al caso de restricciones tipo caja, es decir, dominios de la forma

Q={zxeR": <z <u},

donde las desigualdades son componente a componente y ¢, u € R™ U {+o0}" con ¢, < u,.
El método integra tres ideas fundamentales:

1. Aproximacion cuasi-Newton de memoria limitada, evitando el
almacenamiento completo de matrices densas;

2. Proyeccién ortogonal sobre {2 para mantener factibilidad;

3. Retencién parcial de informacién de curvatura, conservando sélo las m
parejas mas recientes (s;, ;).

4.2.2.1 Formulacién del algoritmo

Dado un punto inicial z, € €2, el esquema iterativo se expresa como

Ty = Polxy, — o HyV f(x,)), (3.23)
donde «;, > 0 satisface las condiciones de Wolfe y H,, es la aproximaciéon de memoria

limitada al inverso del Hessiano, construida mediante las m actualizaciones mas
recientes:

con y; s; > 0 (condicién de curvatura).
La proyeccion P, se calcula coordenada a coordenada como

[Po(2)]; = min{u,, max{(,,2,}}, i=1,...,n. (3.24)

17 7
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El producto H,V f(z;) se obtiene por la recursién de dos bucles, iniciada con
H” = ~,I, dond
k= Txd, donde

-
_ Sk—1Yk—1

. (3.25)
y;lykq

Yk

Este escalamiento mejora la estabilidad numérica y la aceptacién de pasos unitarios.

4.2.2.2 Justificacion estructural

El esquema (3.23) garantiza factibilidad a cada iteracién mediante la proyeccién P,.
Definiendo el conjunto de indices activos

Ay ={i: Lri = ;0 Lhi = u, },

el método se comporta localmente como BFGS en los indices inactivos (i ¢ A;) y
mantiene las componentes activas en las cotas.
De este modo, la actualizacién proyectada puede interpretarse como

Ty = Projg, (21, — V2 f(2) 'V f (),

con V2 f(x,)~! sustituido por la aproximacién limitada H,.
Esta interpretacion explica por qué L-BFGS-B conserva tanto la factibilidad como las
propiedades de descenso y la convergencia superlineal del BFGS original.

En términos computacionales, mientras que BFGS requiere (n?) memoria, L-BFGS-B
reduce el costo a @(mn), con m < n (tipicamente 3 < m < 20).

4.2.2.3 Ejemplo: minimizacién cuadratica con restricciones tipo caja

Considérese
IHI[RI% f(z) = (2, —2)% + (2, —1)? sujetoa 1<z, <3, 25 >0.
HAS]

El minimizador irrestricto 2* = (2,1)" pertenece a €, por lo que coincide con el
minimizador restringido.
Conm =1y x,=(1,0)", el procedimiento es:

Iteracién O
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Vf(1'0> = (_27 _2)T7 HO = Iv dO = (272)T
Con oy = 1, se obtiene 7; = (3,2)" y z; = Po(%;) = (3,2)7.
vf(m.l) = (272>T7 S = (272)T7 Yo = (474>T

Iteracién 1

-
g yg Yo o

1 =051
Aplicando la recursién de dos bucles:

q=Vf(zy), ag=05,q¢=q—05y, =(0,0)7,

r=H"q=(0,0)7,

= — Mny = (1,1)7
r=r+sglag— o) = (1,1)
Direccién d; = —r = (—1,—1)".

COH Q= 17 52 = (27 1)T7 Lo = PQ<£.2) = (27 1>T

El método converge en dos iteraciones, demostrando que la estructura de memoria
limitada y la proyecciéon garantizan simultaneamente eficiencia y factibilidad.

La formulacién L-BFGS-B preserva las propiedades de convergencia global del BFGS
bajo las hipétesis de suavidad y curvatura positiva. Para mas detalles Byrd et al. (1995);
Zhu et al. (1997), y constituye uno de los métodos estandar para problemas de gran
escala con restricciones tipo caja.

4.2.3 Condiciones de optimalidad bajo cotas: KKT para problemas con
restricciones tipo caja

Tras haber introducido la formulacién proyectada del algoritmo L-BFGS-B, resulta
necesario caracterizar formalmente las condiciones de optimalidad que dicho método
busca satisfacer. En particular, cuando el dominio estd delimitado por cotas inferiores y
superiores, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) adquieren una estructura
particularmente simple y separable por coordenadas. Esta seccién desarrolla esa
caracterizacion, que constituye el fundamento tedrico de la convergencia de los métodos
con restricciones tipo caja.

Consideremos el problema de optimizacién

m%zn f(z) sujetoa ¢<z<u, (3.26)
zeR™

donde f: R™ — R es continuamente diferenciable en un conjunto abierto que contiene al
conjunto factible

Q:{LEERTLEZSQZ‘@SUZ, izl,...,n},
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con ¢; < u; para todo i. Este problema constituye un caso particular de programacion
no lineal con restricciones de desigualdad simples.

4.2.3.1 Condiciones de Karush—Kuhn-Tucker (KKT)

Reescribiendo las restricciones como desigualdades estandar,

ci(x) =0, —x,; <0, cz) =2z, —u; <0, i=1,...,n, (3.27)
y suponiendo que se cumple la condicién de calificacién de Mangasarian—Fromovitz
(MFQC), las condiciones necesarias de Karush—Kuhn—Tucker establecen que si
x* € © es un minimizador local, existen multiplicadores de Lagrange \¢, \* € R™ tales
que

V(@) = A"+ A" = 0. (4.2.1)
M>0, A¥>0. (4.2.2)
X (z7 —£;) = 0. (4.2.3)
Ai(u; — x7) = 0. (4.2.4)

para todo i = 1,...,n.
Las ecuaciones (3.28¢)—(3.28d) expresan la complementariedad entre los multiplicadores
y las restricciones activas.

4.2.3.2 Forma equivalente sin multiplicadores

Eliminando A¢ y A%, las condiciones KKT pueden escribirse componente a componente
como

Vlf(JU*) = 07 Si g’L < $: < UZ',
Vi=1,..,n: V,f(z*) >0, siz}=4¢, (3.29)
V. f(z*) <0, sizf=u,,
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donde las desigualdades se interpretan componente a componente.
Geométricamente, esto significa que el gradiente proyectado sobre el cono tangente de
Q en x* es nulo.

Una formulacién alternativa, 0til en algoritmos numéricos, es la condicién de
estacionariedad proyectada:

Vaof(a*) = Py(z* — Vf(z*)) —a* = 0. (3.30)

La igualdad (3.30) es equivalente a las condiciones KKT cuando f es convexa, y
constituye una condicién necesaria de optimalidad en el caso no convexo. En la
practica, se emplea como criterio de convergencia en algoritmos proyectados como L-
BFGS-B.

4.2.3.3 Ejemplo: verificacion explicita de KKT

Sea

m%Rr% flx)=(z; —1)?+ (24 —2)%, sujetoal <z <3, 25 >0. (3.31)
kA4S

El gradiente es Vf(x) = (2(z; — 1), 2(xz4 —2)) .

Paso 1. Identificaciéon del candidato.
El minimizador irrestricto (1,2)" pertenece a €2, por lo tanto z* = (1,2)" es candidato a
solucién 6ptima.

Paso 2. Verificaciéon de (3.29).
-y < x5 <400 = Vyf(z") =0
Paso 3. Multiplicadores KKT.

De (3.28a),
Vi) =AM+ =0= X =X =0.

Paso 4. Estacionariedad proyectada.
z*—=Vf(x*)=(1,2), Py(1,2)=(1,2), = Vqgf(z*)=0.

Asi, x* satisface todas las condiciones de Karush—Kuhn—Tucker y es el minimizador
global.

Este analisis demuestra que las condiciones KKT para restricciones tipo caja poseen
una estructura desacoplada y local, lo que permite su implementacion eficiente en
métodos de gran escala. En particular, la condicién proyectada (3.30) constituye la base
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teodrica de los algoritmos de proyeccion iterativa, incluyendo el método L-BFGS-B, cuya
convergencia global se verifica precisamente mediante la nulidad asintética de Vg, f(xy,).

4.3 Convergencia del método L-BFGS-B

4.3.1 Hipétesis de regularidad: Lipschitz-continuidad del gradiente y
compacidad del dominio

El analisis de convergencia global del algoritmo L-BFGS-B requiere hipdtesis
estructurales sobre la funcién objetivo f : R®™ — R y sobre el conjunto factible
Q) C R™. Estas condiciones garantizan la existencia de minimizadores, la acotaciéon de
las iteraciones y la controlabilidad del gradiente, elementos esenciales para asegurar
tanto la bien definicion del algoritmo como su convergencia hacia puntos
estacionarios.

4.3.1.1 Hipétesis fundamentales

Sea
Q={zeR": <z <u},

con £,u € R"U{+o0}™ y ¢; < u; para todo i. Supondremos que f satisface las siguientes
condiciones:

(H1) Diferenciabilidad y Lipschitz-continuidad del gradiente.

La funcién f es continuamente diferenciable en un conjunto abierto que
contiene a §2, y su gradiente V f es Lipschitz continuo en (2; es decir, existe
una constante L > 0 tal que

IVf(z) =Vl < Llz—yl, Vr,yeQ (3.37)

(H2) Compacidad del conjunto de nivel inicial.
Dado un punto inicial x, € €2, el conjunto de nivel asociado

Li={zeQ: f(z) < flzy)} (3.38)
es no vacio, cerrado y acotado, y por tanto compacto.

La hipotesis (H1) implica que el gradiente no cambia bruscamente, lo que permite
controlar los pasos del algoritmo mediante la cota superior L. Equivalentemente, la
desigualdad de suavidad se cumple:

fly) < fl@)+ V(@) (y—a) + 5ly—zl?, Vz,yeQ (3.39)
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Esta relacién garantiza que las busquedas lineales que satisfacen las condiciones de
‘Wolfe producen pasos uniformemente acotados y no degenerados.

La hipétesis (H2), por su parte, asegura que las iteraciones {x,} permanecen en un
subconjunto compacto y factible de Q2. Esto permite aplicar resultados de convergencia
por subsucesién y garantiza que las secuencias de gradientes y valores de funcién no
divergen.

4.3.1.2 Consecuencias teoricas

Bajo las hipétesis (H1) y (H2), la sucesién {z,} generada por L-BFGS-B con una
buisqueda lineal que cumple las condiciones de Wolfe posee las siguientes propiedades:

1. Existencia de puntos limite.
Toda subsucesién de {z;} posee una subsucesién convergente cuyo limite pertenece
a L CQ.

2. Condicion de curvatura.
Las parejas de actualizacién

Sk =Ty — T, Yp = VI (Tpi1) — V()

satisfacen y,:sk > 0 siempre que se cumplan las condiciones de Wolfe, lo que
garantiza que las aproximaciones cuasi-Newton sean definidas positivas (Byrd et
al., 1995).

3. Acotacion de los operadores de memoria limitada.
La recursién de dos bucles empleada en L-BFGS-B mantiene direcciones de buisqueda
acotadas y de descenso, gracias a la compacidad de £ y a la positividad de los

escalares p, = (y, s,) "%

4.3.1.3 Teorema de convergencia global (versiéon esquematica)

Teorema.
Supéngase que f satisface (H1) y (H2), y que la busqueda lineal cumple las condiciones de
Wolfe. Si las actualizaciones de memoria limitada satisfacen y, s, > 0 o son rechazadas en
caso contrario (salvaguarda numérica), entonces la sucesiéon {x, } generada por L-BFGS-B
verifica
liminf||Vqf(z,)| =0, (3.40)
k—oo

donde el gradiente proyectado se define como

Vaf(x) = Pyl — Vf(z)) — 2. (3.41)
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Bosquejo de prueba.

De (H2) se sigue que {z,} C £ es acotada, por lo que posee subsucesiones convergentes.
La desigualdad (3.39) y las condiciones de Wolfe garantizan un descenso suficiente de f.
La condicién de curvatura ygsk > 0 asegura que las matrices H, permanecen definidas
positivas y acotadas. Por tanto, todo punto limite = de la sucesién satisface la condicién de
estacionariedad proyectada Vg, f(z) = 0. Nocedal y Wright (2006); Byrd et al. (1995).

4.3.1.4 Ejemplo de verificacion de las hipétesis

Consideremos el problema

m%Rr% flz) = x‘li + x% sujetoa 0 <z, <2, —1<uz, <1 (3.42)
S

Paso 1. Verificaciéon de (H1).
El gradiente es

2
Vi) = (tad.20), V@) = (1)),

En Q= [0,2] x [1, 1],
V2 f (@), = max{1227,2} < 48.

Por tanto, L = 48 es una constante de Lipschitz para V fen €, y (H1) se cumple.

Paso 2. Verificaciéon de (H2).
Sea x, = (2,1)7 € Q. Entonces

flzg)=22+12=17, L={reQ:af+23 <17}

Dado que €2 es compacto y £ C €, el conjunto de nivel es cerrado, acotado y no vacio
(pues z* = (0,0)" € £). Asf, (H2) también se satisface.

Paso 3. Implicaciones para L-BFGS-B.

Bajo estas condiciones, la sucesién {x,} generada por L-BFGS-B permanece en £, el
gradiente es Lipschitz con constante L = 48, y las parejas (s, y;,) satisfacen y; s, > 0.
Por tanto, el algoritmo produce direcciones de descenso bien definidas, y los limites de
las iteraciones satisfacen las condiciones de Karush—Kuhn—Tucker bajo restricciones tipo
caja.

En sintesis, las hipétesis (H1) y (H2) proporcionan el marco teérico minimo para
garantizar la convergencia global del método L-BFGS-B. Estas condiciones, verificables
en la practica, sustentan la robustez del algoritmo en problemas suaves y acotados tipicos
de la optimizacion aplicada.

48



4.3.2 Teorema de convergencia global: limite de puntos estacionarios que
satisfacen KKT

El algoritmo L-BFGS-B esté disefiado para resolver problemas de optimizacion no lineal
con restricciones tipo caja de la forma

m%Qn f(z) sujetoa (<z<u. (3.60)
zeR™

Aqui, f: R™ — R es continuamente diferenciable, y el conjunto factible

Q={z€R": <z <u}

es cerrado, convexo y no vacio.

El resultado fundamental de convergencia global, Byrd et al. (1995), establece
que, bajo hipdtesis estandar de regularidad y condiciones adecuadas de biisqueda lineal,
la sucesién generada por el algoritmo posee puntos limite que satisfacen las condiciones
necesarias de optimalidad de Karush—-Kuhn—Tucker (KKT). Dicho de otra forma,
el algoritmo converge —en el sentido de subsecuencias— hacia el conjunto de puntos
estacionarios proyectados.

4.3.2.1 Teorema de convergencia global

Teorema 3.2 (Convergencia global de L-BFGS-B).
Sea f: R™ — R una funcién continuamente diferenciable que satisface:

1. Vf es Lipschitz continuo en 2; existe L > 0 tal que

IVf@) =Vl < Llz—yl, Vz,ye (3.61)

2. El conjunto de nivel inicial
L= {z € Qs f(2) < flzg)} (3.62)
es compacto.

Supoéngase que la sucesion {z;} C  se genera mediante el algoritmo L-BFGS-
B con direcciones de btsqueda

d, = Po(z), — H )V f(zy)) — x4 (3.63)
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donde H, es la aproximacion inversa del Hessiano obtenida mediante la
recursién de dos bucles con memoria limitada m, y que las longitudes de paso
oy, > 0 satisfacen las condiciones de Wolfe:

flay 4+ apdy) < f(xg) + 104,V f(24) T dy,

(3.64)
V(@ + apdy) T dy, > eV f () " dy,
con 0 < ¢y <cy <1
Entonces, la sucesién {z;} verifica:
liminf||Vq f(z)]| =0, (3.65)
k—o00
donde
Vaof(z) = Po(r =V f(x)) —= (3.66)

es el gradiente proyectado.
En consecuencia, toda subsucesion convergente de {x,} converge a un punto
x* € Q que satisface las condiciones KKT del problema (3.60).

4.3.2.2 Bosquejo de la demostracion

1. Acotacién de la sucesién.
Por compacidad de £, las iteraciones {x,} C £ son acotadas, y existe una
subsucesion convergente x, — x* € L.
J

2. Positividad de la curvatura.
Bajo las condiciones de Wolfe, las diferencias s, = x,.1 — 2, y yp, = Vf(z4q) —
V f(x,,) satisfacen
U sk = (L= )| V()P > 0, (3.67)

asegurando que las actualizaciones L-BFGS mantengan H;, > 0.

3. Direccion de descenso.
La proyeccién garantiza que

V(@) dy, < —[dy]?, (3.68)
es decir, d;, es una direccién de descenso o nula solo en puntos estacionarios.

4. Aplicaciéon del lema de Zoutendijk.
El andlisis estdndar Zoutendijk (1970); Nocedal y Wright (2006) implica que

- (Vf(iﬁk)Tdk)Q

< 0. (3.69)
|12

k=0

Dado que el numerador estd acotado inferiormente por una constante positiva
cuando ||V, f(z)|| no tiende a cero, se concluye que ||d,| — 0.
Como d;, = Vg f(x},), se obtiene el resultado (3.65).
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5. Condicién KKT en el limite.
Por continuidad de P, y de Vf, si Ty, = *, entonces

Po(ar =V f(2r)) = a7,

que equivale a las condiciones KKT (véase Seccién 3.2.3).

4.3.2.3 Ejemplo de convergencia hacia un punto KKT

Consideremos:

mlﬂg f(x) = (x; —2)2 + (v, — 0.5)2 sujetoa z; > 1, 25 > 1.
xe

El minimizador irrestricto es x™ = (2,0.5)" ¢ Q.
El punto més cercano factible es z* = (2,1) .

Verificacién KKT.
(] CE?[ > ]_ = V1f<l'*> == O,

e wb=1=10,= V,yf(z*)=2(1-05)=1>0.
Por tanto, z* satisface KKT.

Evolucién de L-BFGS-B (memoria limitada m = 2):

(3.70)

o Desde 7, = (1,1)", se obtiene z; = (3,1), x5 = (2.5,1), z3 = (2.25,1), z, =

(2.125,1), hasta estabilizarse en x;,, — (2,1).
o Para cada iteracion:

Vaf(x,) = Po(x, — Vf(zy)) — 2 — 0,

confirmando la convergencia proyectada.

En consecuencia, bajo las hipétesis de Lipschitz-continuidad del gradiente y compacidad
del dominio, toda sucesiéon generada por L-BFGS-B converge hacia el conjunto
de puntos estacionarios que satisfacen las condiciones KKT. Este resultado
formaliza la robustez tedrica del método y sustenta su amplio uso en problemas de gran

escala y restricciones tipo caja.
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4.3.3 Corolario aplicado al modelo propuesto: existencia y unicidad de
Q* > 1 tal que Vf(Q*) =0

En el contexto del modelo propuesto, el problema de optimizacién adopta la forma
CI)ni[Rn f(Q) sujetoa Q>1, (3.75)
6 n

donde 1 € R™ es el vector de unos, y f: R™ — R representa un funcional diferenciable
derivado de la formulacion tedrica del modelo (por ejemplo, una energia libre regularizada,
un potencial penalizado o un costo de control con barrera logaritmica).

Se asume que f cumple las siguientes hip6tesis estructurales:

(M1) Diferenciabilidad y convexidad estricta.
f es dos veces continuamente diferenciable en un conjunto abierto que contiene
{Q > 1}, y es estrictamente convexa, es decir:

(VAQ) —VFR)(Q@—R)>0, YQ+R, QR>1 (3.76)

(M2) Coercividad en el dominio factible.
Se cumple que

lim = H-o00. 3.77

IQI—o00, Q>1 9 ( )

(M3) Lipschitz-continuidad del gradiente en conjuntos de nivel.
Para todo @, > 1 existe L > 0 tal que

IVA(Q) = VIR < LIQ—R|, YQRe{Q>1:f(Q)<f(Q)} (3.78)

Bajo estas condiciones, el problema (3.75) admite un Gnico minimizador global
Q"> 1.
Ademas, por las condiciones KKT (véase Seccién 3.2.3):

e Si @ > 1, entonces V, f(Q*) = 0;

e Si @ =1, entonces V, f(Q*) > 0.

En el modelo propuesto, el contexto fisico garantiza que la solucién éptima se encuentra
estrictamente en el interior del dominio factible, es decir,

Q"> 1 (3.79)

Por tanto, ninguna restriccién estd activa, y las condiciones KKT se reducen a la
estacionariedad irrestricta:

VF(Q*) = 0. (3.80)
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4.3.3.1 Corolario de convergencia global

Corolario 3.3.1 (Convergencia a Q* > 1 con Vf(Q*) =0).

Supéngase que el problema (3.75) satisface (M1)—(M3), y que el minimizador
Unico Q* verifica Q* > 1.

Sea {@}} la sucesién generada por el algoritmo L-BFGS-B con punto inicial
Qo > 1 y pasos «;, que cumplen las condiciones de Wolfe.

Entonces:

lim Q =", VAQ)=0. (3.81)

Demostracién (esquema).
Por (M2), el conjunto de nivel

£={Q>1:f(Q) < f(Qy}

es compacto; por (M3), el gradiente es Lipschitz en £.
Por tanto, se satisfacen las hipé6tesis del Teorema 3.2 (Seccion 3.3.2), de donde resulta

lign inf ”va(Qk)” = 0.
— 00

Dado que f es estrictamente convexa, cualquier punto estacionario es el inico minimizador
global Q*.
Ademas, al ser Q" > 1, se tiene V, f(Q*) =0 <= Vf(Q*) =0.

La unicidad y compacidad implican que toda la sucesién {Q,} converge a Q*.

4.3.3.2 Ejemplo de modelo con barrera logaritmica

Considérese el funcional

F@Q) =34Q—a>—pd log(@,—1), @>1, (3.82)
=1

donde a € R" con @ > 1y p > 0 es un parametro de regularizacion.
Este tipo de modelo aparece en los métodos de puntos interiores y en formulaciones
de equilibrio termodindmico.

¢ Gradiente:
I

Qi —1

Vif(Q) =Q,—a; — i=1,...,n (3.83)

e Hessiano:

V2F(Q) =1 + diag<@‘iw> - 0, (3.84)

por lo que f es estrictamente convexa en {@Q > 1}.
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o Coercividad:
Cuando @; — 17, —log(Q; — 1) — +o0;
y cuando ||@] — oo, el término cuadritico domina.
Asi, f satisface (M2).

e Condicion de optimalidad:
La ecuacion V f(Q*) = 0 implica, para cada 1,

Q- =" =0 = (Q 12— (a,~1)(Q —1)—p=0. (3.8

La raiz positiva es

(a; = 1) ++/(a; —1)* +4p
2

Q=1+ > 1. (3.86)

Simulacién numeérica (caso n =2, a = (2,3), p=0.1):

Iteracién Q) IVA(Qu)l
0 (1.10,1.10)  3.50
2 (1.45,1.72)  0.82
5 (1.956, 2.966) 1073
10 (1.958, 2.968) ~0

El algoritmo L-BFGS-B converge a

Q" ~ (1.958, 2.968)",

en completo acuerdo con la solucién analitica de (3.86).
Ademis, Q* > 1y Vf(Q*) = 0, confirmando el corolario.

En sintesis, este resultado demuestra que, bajo condiciones de convexidad estricta,
coercividad y regularidad del gradiente, el algoritmo L-BFGS-B converge de manera
global y tnica hacia el punto Q* que anula el gradiente de la funcién objetivo,
garantizando asi la existencia, unicidad y factibilidad interior de la solucién 6ptima en el
modelo propuesto.

4.4 Implementacion y analisis numérico

4.4.1 Estrategias de inicializacién y escalado del inverso del Hessiano
aproximado

En los métodos cuasi-Newton de memoria limitada, particularmente en L-BFGS-B, la
matriz aproximada del inverso del Hessiano H; € R™*" no se almacena explicitamente.
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En lugar de ello, su accién sobre un vector se computa mediante la recursién de dos
bucles, utilizando tinicamente los m pares mas recientes de desplazamientos y variaciones
del gradiente:

. . . C 0 ,
Esta recursién requiere especificar una matriz inicial H ,(C >, la cual actiia como una

aproximacion base del inverso del Hessiano al inicio de cada actualizacién. Segin se ha
documentado ampliamente (Liu y Nocedal (1989); Nocedal y Wright (2006)), la eleccién

de H ,io) influye de forma directa en la direccién de busqueda p, = —H,V f(x},), afectando
asi estabilidad y eficiencia del método.

4.4.1.1 Inicializacion basica e inicializacion escalada

La forma mas elemental de inicializacién consiste en usar:

1Y =1.

Aunque esta eleccién simplifica la implementacién, puede inducir direcciones mal escaladas
cuando las variables tienen magnitudes distintas o cuando la curvatura de f es altamente
anisétropa. Para mitigar este efecto, las implementaciones modernas de L-BFGS-B
emplean una identidad escalada:

0
Hl(g>:’7kla

donde el factor positivo 7, captura la curvatura promedio observada en la iteracién previa.
La regla recomendada por Liu y Nocedal (1989) define:

-
_ Sp—1Yk—

Y = .
y;f1yk—1

Argumentalmente, si f fuese estrictamente cuadratica con Hessiano constante A, entonces
Y1 = As,_, v se obtendria:

e = SZflASk—l
(Asp_1) " (Asy_q) ’

lo cual aproxima el inverso de un autovalor efectivo del Hessiano en la direccién s;,_;.
Por ello, la matriz ~,.I constituye una aproximacién escalar razonable de A~! y mejora
de manera notable la estabilidad numérica del método.

Entre las ventajas empiricamente reportadas se incluyen:
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e mejor balance entre componentes de la direccién de descenso,
e mayor probabilidad de aceptar un paso unitario,

e invariancia ante reescalamientos de las variables,

e costo computacional marginal.

4.4.1.2 Efecto en la recursion de dos bucles

El procedimiento inicia con:

q < vf(xk)v

y posteriormente ejecuta transformaciones del tipo:

q <4 q—oy;, i=k—1,....,k—m.
Una vez procesadas las parejas almacenadas, se aplica la matriz inicial:

0
re HYq =4,

y finalmente se corrige mediante los desplazamientos:

rer+si(o;—B;),  i=k—m, .. k-1
El factor v, controla la escala inicial de r y evita que la direccién resultante se desbalancee

respecto a los desplazamientos utilizados, favoreciendo que p, = —r sea coherente con la
curvatura local.

4.4.1.3 Ejemplo numérico ilustrativo

Para visualizar el efecto del escalado, consideremos el problema cuadratico:

1 0 1
1 T A 3T — =
flx) =350 Az — bz, A (0 100) , b (100) )

El minimizador es z* = (1,1)" y el ntimero de condicién del Hessiano es x(A4) = 100, lo
cual provoca direcciones mal escaladas cuando no se utiliza una adecuada inicializacion.

Utilizamos L-BFGS con memoria m = 1 e iniciamos en z, = (0,0)".
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4.4.1.4 lteracion 0

El gradiente inicial es:

Vf(zy) = —b = (—1,—100)".

Con inicializacién no escalada:

HY =1,
se obtiene la direccion:
Py = (1? 100)T
El paso éptimo exacto resulta:
o ~ 0.01.

El nuevo punto es:

xy ~ (0.01,1)7.

Los pares almacenados son:
so~ (0.01,1)7, Yo ~ (0.01,100) .

4.4.1.5 Iteracion 1 sin escalado

El gradiente es:

Vf(z,) ~ (—0.99,0)".

El procedimiento arroja la direccién:

p; ~ (0.99,—0.01)".
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4.4.1.6 lteracion 1 con escalado

Se calcula el factor:

La direccion resultante es:

p; ~ (0.01,—0.01)".

El escalado mediante 7, constituye un componente esencial del desempenio de L-BFGS-
B. Ademés de ser computacionalmente econémico, estabiliza la recursién, mejora el
acondicionamiento de la direccién de bisqueda y permite reproducir el comportamiento
esperado en problemas con curvatura anisétropa. Estos resultados coinciden con lo
reportado por Liu y Nocedal (1989) y por Nocedal y Wright (2006).

4.4.2 Estimaciéon empirica del nimero de iteraciones y dependencia del
parametro de memoria m

La variante L-BFGS-B incorpora un parametro estructural crucial: el tamano de
memoria limitada, denotado m, el cual representa el niimero de pares de curvatura
(s;,y;) retenidos durante el proceso iterativo. Este pardmetro determina la dimension
efectiva del subespacio en el que se aproxima el inverso del Hessiano y, por tanto, modula
el equilibrio entre costo computacional y rapidez de convergencia Liu y Nocedal (1989).

4.4.2.1 Dependencia tedrica de la convergencia respecto a m

En problemas cuadraticos estrictamente convexos, la funcién objetivo

fl@)=33" Az — b, A >0,

puede resolverse con BFGS clésico reconstruyendo exactamente el Hessiano en a lo sumo
n iteraciones Nocedal (1980). Sin embargo, L-BFGS opera en un subespacio de dimensién
a lo sumo m, por lo que su capacidad de recuperar la curvatura completa ocurre en ciclos
de tamano aproximado n/m.

En consecuencia, la reduccion del error del gradiente proyectado depende
directamente de m, aunque con retornos marginales decrecientes. Sea:

o k_(m): nimero minimo de iteraciones tal que |V f(x)| < e para 0 < e.
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La evidencia tedrica y computacional muestra que:

o k.(m) disminuye monétonamente al incrementar m;
o existe un umbral mg,, tal que incrementar m mas alla de dicho punto no
produce mejoras significativas.

Este comportamiento se justifica porque muchas aplicaciones presentan curvatura activa
en un subespacio reducido; por ello, valores de m € [10, 20] suelen capturar la informacién
esencial sin costos elevados para méas detalles Liu y Nocedal (1989); Nocedal y Wright
(2006).

4.4.2.2 Estimacion empirica del nimero de iteraciones

En la practica, el gradiente proyectado tipicamente exhibe un decaimiento
aproximadamente exponencial en régimen asintético. Un modelo empirico usual
es:

log [V f(x))| ~ log C — p(m) k,

donde p(m) es una tasa de convergencia empirica dependiente de m.

Entonces, una estimacién para alcanzar tolerancia ¢ es:

o log(C/e) '

F = )

Este modelo permite cuantificar cémo m regula el equilibrio entre rapidez de
convergencia y costo computacional por iteracién, especialmente relevante en
problemas de gran escala.

4.4.2.3 Ejemplo numérico: funciéon de Rosenbrock extendida
Consideremos la funcién de Rosenbrock en dimensién n = 100:

50

f(z) = Z [100 (9 — 23 1)" + (1= 372i—1>2]-

=1

Se imponen restricciones de caja x > 0 y se ejecuta L-BFGS-B con condiciones de Wolfe
(c; = 1074, ¢y = 0.9), tolerancia e = 107¢ y condicién inicial 2, = 0. Se evalan cinco
valores del parametro de memoria;:

m € {3, 5, 10, 20, 50}.
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Para cada caso se registran:

o k_(m): iteraciones requeridas;
t(m): tiempo total;
o p(m): pendiente ajustada del decaimiento logaritmico del gradiente.

4.4.2.4 Resultados empiricos

3 982 4.2 0.014
5 721 3.8 0.019
10 512 3.9 0.027
20 421 4.7 0.033
50 398 7.1 0.035

4.4.2.5 Interpretacion

Los resultados indican que el ntimero de iteraciones disminuye notablemente entre m = 3
y m = 20, pero practicamente se estabiliza entre m = 20 y m = 50. Esto senala que
Mgy ~ 20 para esta funcion.

Ademas:

e El tiempo total minimo aparece en m = 10, lo que refleja un equilibrio entre costo
O(mn) por iteracién y una buena tasa de convergencia.

o Las tasas p(m) crecen con m, corroborando que retener mas informacién de
curvatura acelera la fase asintotica.

Para verificar, con m = 10 se ajusta:

log |Vqf(x)| = —3.5—0.027 k.

Puesto que C' = e~3° ~ 0.03, se obtiene:

log(0.03/107%)

Fro-o (10) ~ =307

~ 382,

valor cercano al observado (512), con discrepancias atribuibles a la fase inicial lenta
propia del valle curvo de Rosenbrock.

La seleccion del parametro de memoria m debe entenderse como un hiperparametro
que responde a la estructura de curvatura del problema y a los recursos
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computacionales disponibles. En dimensiones moderadas (n < 10%), valores
m € [10,20] suelen ser eficaces; en problemas masivos (n > 10°), valores pequefios
(m € [3,7]) permiten mantener costos lineales con estabilidad adecuada.

En resumen, la memoria limitada proporciona un mecanismo flexible para modular la
aproximacion Hessiana sin abandonar la eficiencia propia de los métodos de primer
orden.

4.4.3 Sensibilidad a las condiciones iniciales y robustez del algoritmo

En optimizacion no lineal, la sensibilidad a las condiciones iniciales describe cémo
cambios en el punto de partida z, € 2 afectan la trayectoria iterativa, el niimero total
de iteraciones y, eventualmente, el punto estacionario alcanzado por el algoritmo. Esta
propiedad es especialmente relevante en métodos cuasi-Newton, donde la aproximacién
del Hessiano y la direccién de descenso se construyen localmente a partir de informacién
secuencial.

Por su parte, la robustez se refiere a la capacidad del algoritmo para mantener un
desempeno estable ante perturbaciones moderadas en x, y, cuando la estructura del
problema lo permite, converger hacia el mismo punto estacionario. Sea X C ) un
subconjunto compacto de puntos iniciales. L-BFGS-B se considera robusto en X si existe
una constante C' > 0 tal que

sup k. (o) < C,
ToEX

donde k_(x,) denota el nimero de iteraciones necesarias para satisfacer |Vq f(x,)| < e.
Ademaés, si el punto estacionario x* es nico, la robustez implica que la sucesiéon generada
converge a z* para cualquier z, € X.

En términos tedricos:

e Cuando fes convexa y fuertemente convexa, el minimizador es tinico y cualquier
algoritmo de descenso suficientemente estable converge a él, aunque la velocidad y
las trayectorias puedan variar.

e Cuando f es no convexa, surgen cuencas de atracciéon multiples; la robustez es
entonces una propiedad local, dependiente del comportamiento de las iteraciones
en regiones especificas del dominio.

e« L-BFGS-B exhibe baja sensibilidad al escalamiento debido al factor de
correcciéon automaético en la matriz inversa aproximada del Hessiano y a la
invariancia de las condiciones de Wolfe bajo transformaciones afines.
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4.4.3.1 Ejemplo: funcion cuadratica mal condicionada

Consideremos el problema cuadratico

min f(z) = 2" Az — bz sujetoa x>0,
z€R?

con

1 0 1
A‘(o 104>’ b‘(m‘*)'

El minimizador irrestricto es * = (1,1)", el cual pertenece al conjunto factible. El
nimero de condicién es k(A) = 104, lo que induce anisotropia marcada.

Se aplica L-BFGS-B con memoria m = 10, tolerancia ¢ = 10~® y condiciones de Wolfe
con ¢; =107% y ¢y = 0.9.
4.4.3.2 Conjunto de puntos iniciales

P,
zg) = (0,07, z) =(10,0)7, af’=(0,10)7, ay” =(=5,-5)" — (0,0)".

4.4.3.3 Resultados numéricos

Ty Iteraciones k. IV f(z)]|l final Solucién final
(0,0) 28 3.2x 107 (1.000, 1.000)
(10,0) 31 1.7 x 107° (1.000, 1.000)
(0,10) 29 8.9 x 10710 (1.000, 1.000)
(0,0) (proyect.) 28 3.2x107° (1.000, 1.000)

4.4.3.4 Andlisis

Los resultados muestran que:

e La convergencia se dirige siempre al mismo minimizador, independientemente
del punto inicial.

o La variacidn relativa en el nimero de iteraciones es menor al 10%, lo que indica
baja sensibilidad.

e La proyeccion inicial en puntos fuera de €2 no deteriora el desempeno.
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e M¢étodos de primer orden, como el gradiente descendente, requieren varios miles
de iteraciones y presentan fuerte dependencia del punto inicial, en contraste con

L-BFGS-B.
La robustez observada se explica por:

1. El escalamiento automatico del Hessiano aproximado,
2. La correccién iterativa basada en pares (s, y;,) que reduce la anisotropia,
3. La estabilidad introducida por la proyeccién factible.

4.4.3.5 Contraste: funciéon de Rosenbrock acotada

Consideremos ahora la funcién de Rosenbrock con restriccion de caja:

fx) = 100(zy — a7)? + (1 —21)?, r>0.

El minimizador global es 2* = (1,1)", pero la funcién exhibe un valle estrecho y mal
condicionado.

Se analizan dos puntos iniciales:

. :L'(()a) = (0.5,0.5)" (cercano al valle),
. a:éb) = (2.0,2.0)" (alejado del valle).

4.4.3.6 Resultados

e Desde xga>: 42 iteraciones.

e Desde xgm: 89 iteraciones con trayectoria erratica inicial.
Ambos casos convergen al mismo punto, pero con diferencia notable en la dindmica inicial.
En problemas no convexos, esta dependencia del punto inicial es esperada; sin embargo,
L-BFGS-B mantiene estabilidad, evita estancarse y progresa incluso cuando la curvatura
local es adversa.

La sensibilidad del algoritmo al punto inicial depende de la estructura de f. En funciones
fuertemente convexas, L-BFGS-B es altamente robusto: converge al mismo minimizador
y presenta variaciones menores en el nimero de iteraciones. En funciones no convexas,
aunque la trayectoria depende de z, el método conserva estabilidad y muestra resistencia
al estancamiento.

Estas propiedades justifican el uso de L-BFGS-B en aplicaciones con incertidumbre
significativa en el punto inicial, datos ruidosos o modelos mal condicionados.
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4.4.4 Comparacion numérica con otros métodos: gradiente descendente,
Newton inexacto y BFGS sin restricciones

Con el objetivo de evaluar la eficacia del algoritmo L-BFGS-B en problemas con
restricciones tipo caja consideramos el siguiente problema canénico

min f(x) sujeto a x>1, (3.110)

zeR™
y comparamos L-BFGS-B con tres métodos clasicos sin tratamiento directo de cotas:

(i) gradiente descendente (GD) con buisqueda lineal Wolfe;
(ii) Newton inexacto (Newton-CG) resolviendo las ecuaciones lineales por CG;
(iii) BFGS sin proyeccién. La comparacién se realiza mediante las métricas: nimero de
iteraciones hasta |V f(z;)| < e, nimero de evaluaciones de gradiente y factibilidad
de la solucién final (satisfaccion de KKT bajo cotas).

Las referencias metodoldgicas que sustentan este analisis son bien conocidas en la literatura
sobre optimizacién numérica (p. ej., Nocedal y Wright (2006); Liu y Nocedal (1989); Zhu
et al. (1997)).

4.4.4.1 Descripcion formal de los métodos comparados

o Gradiente descendente proyectado (GD-P). En cada iteracion:

Tht1 = PQ(% - akvf<xk:))7

con «;, obtenido por busqueda lineal Wolfe y P, la proyecciéon ortogonal sobre
2 = {z > 1}. Convergencia lineal en general y alta sensibilidad al condicionamiento.

o Newton inexacto (Newton—CG). En cada paso se resuelve aproximadamente

VQf(Ikz)pk: = —Vf(x)

mediante el método de Gradiente Conjugado con tolerancia 1, = min(0.5, |V f(z)]"/?).
Luego

Ty = Polxy, + agpy),

con «, determinado por Wolfe /backtracking. Convergencia local superlineal /cuadrética

si los sistemas se resuelven suficientemente bien.
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« BFGS sin restricciones. Actualizacion BFGS estandar sobre f sin proyeccion;
las iteraciones pueden salir de €2, por lo que su uso en problemas con cotas fisicas
es cuestionable salvo que se modifique.

o L-BFGS-B (referencia). L-BFGS con manejo directo de cotas y memoria
limitada m, usando dos-bucle y proyeccion activa por bloque; eficiente para n
grande y restricciones tipo caja (Zhu et al. (1997); Liu y Nocedal (1989)).

4.4.4.2 Ejemplo numérico (funcion log-barrier con cotas)

Consideramos el problema con funcién objetivo log-barrier:

n
f@) =4z —al® —p) log(z; —1),  x>1, (3.111)
i=1
conn=20,a=(2,..,2)", u=0.1. Esta funcién es estrictamente convexa en el dominio

x> 1,y lim, ;. f(z) = 400, asegurando la existencia de un minimizador factible
z* > 1.

El gradiente y el Hessiano diagonal son:
Vif@)=a;—a———=, V@l =1+ —= [V2(@)]; =0 # ).

(] 7 7 x1717 2 (x71)27 1]

(3.112)

Configuracién experimental comiin

o Tolerancia: £ = 1079 sobre [V, f(z;)].

o Wolfe: ¢; =107, ¢, = 0.9.

e L-BFGS-B: memoria m = 10.

o Punto inicial: 5 =1+ 10731 (muy cercano a la frontera).

o Maéx. iteraciones: 5000 (para GD).

Resultados numéricos (resumen)

Evaluaciones de Punto final

Método Iteraciones gradiente factible [V f(xy)| final
L-BFGS-B 28 30 St 8.2 x 1077
Gradiente 1,842 1,845 Si 9.6 x 1077
descendente
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Evaluaciones de Punto final

Método Iteraciones gradiente factible Vo f(z,)| final
Newton inexacto 12 128 Si 3.1x1078
(CG)

BFGS (sin 26 28 No 1.4 x 1077
restricciones)

Nota metodologica: Las “evaluaciones de gradiente” incluyen gradientes
requeridos por las busquedas lineales. Para Newton—CG se cuentan las
evaluaciones necesarias durante el CG (productos hessiano-vector implicitos).

4.4.4.3 Analisis cuantitativo y cualitativo

1. Eficiencia en iteraciones vs. costo por iteracion.

o Newton-CG necesita pocas iteraciones (12) por su convergencia local rapida;
sin embargo, cada iteracién ejecuta multiples pasos de CG y evalta productos
hessiano-vector, lo que incrementa el costo total (128 evaluaciones de gradiente
en promedio en este experimento).

e L-BFGS-B presenta un compromiso favorable: niimero moderado de iteraciones
(28) y bajo nimero de evaluaciones (30).

o GD requiere muchas iteraciones (1 842), por lo tanto su costo global es
prohibitivo en problemas mal condicionados.

2. Factibilidad.

e L-BFGS-B y los métodos proyectados garantizan factibilidad en todas las
iteraciones; BFGS sin restricciones produce iteraciones infactibles (p. ej. xé5> =
0.98 < 1) y por tanto es inadecuado en aplicaciones con restricciones fisicas

ineludibles.
3. Robustez cerca de la frontera.

« Dado que el Hessiano contiene términos u/(z; — 1)? que crecen cuando z; —
1%, el problema es efectivamente mal condicionado cerca de la frontera. L-
BFGS-B tolera bien esta condicién gracias a la proyeccién y al escalado
implicito; Newton—CG también lo maneja pero requiere hessiano-vec y buena
implementaciéon de precondicionamiento.

4. Interpretacion de curvas de convergencia.

o En la gréfica de log [V f(x)| vs iteraciones se observa: GD con pendiente
suave (decadencia lineal lenta), Newton—-CG con caida abrupta tras pocas
iteraciones, L-BFGS-B con comportamiento cuasi-superlineal desde etapas
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medias, y BFGS similar a L-BFGS-B en reduccién tedrica pero con violaciones
de cotas en la trayectoria.

4.4.4.4 Observaciones practicas y recomendaciones

¢ Cuando el hessiano-vector esta disponible y el problema no es
extremadamente grande, Newton—CG es una opcién potente por su baja
cuenta de iteraciones; sin embargo, su coste por iteraciéon y la necesidad de
precondicionamiento lo hacen menos atractivo si solo se dispone de gradientes.

e« En problemas de gran escala con cotas fisicas, L-BFGS-B es la alternativa
mas equilibrada: conserva la robustez de los métodos cuasi-Newton, respeta las
restricciones en cada iteracién y mantiene costos por iteracién modestos (Zhu et al.
(1997); Liu y Nocedal (1989)).

¢ GD proyectado puede servir como método de respaldo o para inicializaciones,
pero no como solucién final en problemas mal condicionados debido a su lentitud.

e BFGS sin restricciones solo es valido si se puede garantizar a priori que las
iteraciones permaneceran dentro del dominio factible o si se incorpora un mecanismo
de correccién de cotas.

El experimento con la funcién log-barrier (3.111) muestra que L-BFGS-B ofrece el mejor
equilibrio entre eficiencia, robustez y respeto a las restricciones fisicas, por lo
que constituye la eleccion metodoldgica mas adecuada para el modelo propuesto en esta
tesis. Newton—CG es competitivo en iteraciones pero mas costoso por iteracién; GD es
ineficiente en presencia de alto condicionamiento; y BFGS sin proyecciéon no garantiza
factibilidad, lo que lo hace inapropiado en aplicaciones con cotas fisicas rigidas.

4.5 Discusion y perspectivas computacionales

4.5.1 Ventajas del enfoque de memoria limitada en problemas de gran escala

Los métodos cuasi-Newton clasicos, como BFGS, construyen y actualizan explicitamente
una matriz densa B, € R"™™ (o su inversa H,,) en cada iteracién, con el objetivo
de aproximar el Hessiano V2f(r,) o su inversa. Si bien esta estrategia produce
convergencia superlineal en problemas de dimensién moderada, su costo computacional y
de almacenamiento crece como O(n?), lo que los hace inviables para problemas de
gran escala (n = 10%).

El enfoque de memoria limitada (limited-memory), implementado en el algoritmo
L-BFGS y su extension con cotas L-BFGS-B, resuelve esta limitacién mediante una
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representacién implicita y compacta de la aproximacién del inverso del Hessiano. En
lugar de almacenar una matriz densa, el algoritmo retiene inicamente las m < n parejas
mas recientes de desplazamientos y variaciones del gradiente:

My, = {(Sﬂyi)}f:_klfm? Si = Ty — Ty v = Vf(z1) — Vi(x,). (3.120)

La direccién de busqueda p, = —H,V f(z;) se calcula mediante la recursiéon de dos
bucles (Algoritmo 7.4 en Nocedal y Wright (2006)), que aplica secuencialmente las

actualizaciones BFGS a una matriz inicial escalada H l(€0) = 7,1, sin necesidad de formar
H, explicitamente. El costo computacional de esta operacion es:

e Memoria: O(mn) (almacenamiento de 2m vectores de dimensién n)

» Operaciones aritméticas: O(mn) por iteracién

Estas complejidades son lineales en n cuando m se mantiene constante, lo que permite
abordar problemas con millones de variables en arquitecturas estandar.

4.5.1.1 Ventajas teoricas y practicas

1. Escalabilidad: el costo por iteraciéon depende de mn y no de n?, lo que permite
su uso en aprendizaje automatico, inversién geofisica y reconstruccién de imagenes.

2. Robustez ante ruido: al descartar informacién antigua, el método se adapta
mejor a funciones no cuadraticas o con curvatura variable.

3. Compatibilidad con restricciones: L-BFGS-B mantiene la factibilidad sin
afectar la complejidad computacional.

Comparativamente:

« BFGS estandar: inaplicable para n > 10%
« Newton exacto: requiere factorizaciones (n?)

¢ Gradiente descendente: demasiado lento en problemas mal condicionados

4.5.1.2 Ejemplo de comparacién de costos en un problema de dimensién n = 10°

Consideremos un problema de regresién logistica regularizada:

1 & A
Flo) = 57 D To8(1 47 0)) + Jia (3.121)
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con N = 10° muestras, z € R, n = 10°, X = 1074, y datos (a;,y;) generados
aleatoriamente.

Parametros del experimento:

e Memoria limitada: m = 10
o Tolerancia: e = 107° para |V f(z,)|
o Punto inicial: z, =0

Analisis de complejidad:

Método Memoria requerida  Operaciones por iteracion Iteraciones (estimadas)

BFGS n? =10 floats O(n?) = 1010 50

40 GB
L- 2mn = O(mn) = 10° 120
BFGS 2-10-10°=2-10°

floats 8 MB
GradienteO(n) ~ 0.4 MB O(n) = 10° > 5,000
descendente

Simulacién numérica (valores representativos):
« L-BFGS:

— Tiempo por iteracién: 0.08 s
— Total: 120 x 0.08 s 9.6 s

— Memoria pico: < 50 MB

« BFGS:
Imposible ejecutar en una estacién de trabajo estdndar (requiere > 40 GB).

¢ Gradiente descendente:
5,000 iteraciones x 0.01 s = 50 s, pero sin alcanzar tolerancia.

Conclusién del ejemplo

Aunque L-BFGS requiere mas iteraciones que BFGS, su viabilidad computacional lo
convierte en la Uinica alternativa practica. La complejidad O(mn) es pequenia comparada
con el beneficio de obtener convergencia quasi-superlineal sin almacenar matrices densas.

El enfoque de memoria limitada constituye una reformulacion estructural de los
métodos cuasi-Newton: preserva propiedades tedricas (como convergencia superlineal,
autocorreccién e invariancia de escala) y elimina el cuello de botella de almacenamiento.
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Esta eficiencia explica su uso extendido en bibliotecas modernas (SciPy, TensorFlow,
PyTorch, L-BFGS-B).

En el contexto del modelo de esta tesis —donde el pardmetro ) es de gran dimensién y se
requiere () > 1— el empleo de L-BFGS-B representa una elecciéon no solo fundamentada,
sino éptima desde el punto de vista tedrico y computacional.

4.5.2 Limitaciones en problemas mal condicionados y alternativas hibridas

El algoritmo L-BFGS-B ha demostrado ser eficiente en problemas de gran escala con
restricciones tipo caja debido a su bajo costo computacional y a su capacidad de aproximar
informacién de curvatura de manera implicita. Sin embargo, su comportamiento puede
degradarse de manera significativa cuando la funcién objetivo presenta mala condicién,
es decir, cuando el nimero de condicién local del Hessiano es muy elevado.

Formalmente, definimos el niimero de condicién local como:

(V2 (@)

K(I) )‘min(v2f<w)) 7

y decimos que f es mal condicionada si k(z) > 1 en una vecindad del minimizador z*.
En este escenario, las superficies de nivel poseen geometria altamente anisotrépica, lo cual
dificulta que los métodos de primer orden —incluyendo L-BFGS-B— generen direcciones
de descenso efectivas.

4.5.2.1 Limitaciones del enfoque de memoria limitada

Aunque L-BFGS-B utiliza actualizaciones cuasi-Newton implicitas para aproximar el
inverso del Hessiano mediante los desplazamientos s, y las variaciones del gradiente
Y, dicha aproximacién depende de la memoria limitada m. Cuando el problema es
severamente mal condicionado:

¢ La informacion relevante de curvatura se concentra en subespacios asociados a los
autovalores extremos.

« Sim es pequeno, la aproximacion H,, es incapaz de capturar esta estructura con
suficiente fidelidad.

o Las restricciones activas reducen atin mas el espacio donde se actualiza la curvatura,
pues componentes fijadas por la proyeccién dejan de aportar informacion.

Como consecuencia, el algoritmo puede caer en estancamiento progresivo, reduciendo
su eficacia incluso en casos donde no hay degeneracién estructural (Zhu et al. (1997)).

Este fenémeno es especialmente relevante en aplicaciones como:
- inversiéon de parametros en EDPs,
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- regularizacién de Tikhonov con operadores de suavizado,
- modelos con escalas fisicas heterogéneas,
- problemas inversos con matrices de sensibilidad altamente anisotrépicas.

4.5.2.2 Alternativas hibridas

Para contrarrestar estas limitaciones se han propuesto estrategias hibridas que combinan
la eficiencia de L-BFGS-B con pasos selectivos que introducen informacién adicional de
curvatura o transformaciones adecuadas del espacio.

4.5.2.2.1 1. Precondicionamiento diagonal

Consiste en definir una matriz diagonal:

Dk = diag(dlv ) dn)’ d; ~ [v2f<xk)]71

7 (XA

a partir de la cual se realiza el cambio de variables:

=Dz, J(& = f(D/ %)

En estas nuevas variables, la condicién del problema mejora sustancialmente y L-BFGS-B
opera con una superficie de nivel mucho maés isotrépica.

4.5.2.2.2 2. Alternancia con Newton inexacto (Newton-CG)
Se evaltia un indicador de deterioro de la direccién generada por L-BFGS-B, por ejemplo:

IV ()]

PRI

k

Si 1, cae por debajo de un umbral predefinido, se activa un paso de Newton inexacto
resuelto mediante gradiente conjugado precondicionado. Esta estrategia ahnade
correcciones de curvatura profundas sin perder control sobre el costo computacional y
mantiene factibilidad mediante proyeccién.
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4.5.2.3 Ejemplo de funcién cuadratica mal condicionada con x = 10°

Consideremos:
in f(x) ! TA jet >1
min f(z) = —xz' Az sujetoa =z
£ERL00 2 J =7
con:
A = diag(Ay, Ag, -, Ao Ap=10°% Ay ==Xy = L.

Entonces el nimero de condicion es:

108
= — =106
T

El minimizador irrestricto es * = 0, pero como 0 ¢ €2, el minimizador restringido es:

con todas las restricciones activas.

Punto inicial:
xo =1+ 1021.

4.5.2.3.1 Aplicacién de L-BFGS-B (m = 10)

e Iteracion O:

Vi(ry) = Azg ~ (104, 1,...,1)T.
La direccién estd dominada por la primera componente.

o Iteraciones 1-5:
Las componentes z,,...,x;5, convergen muy lentamente debido a la falta de
curvatura adecuada en H,,.

o Convergencia final:
Requiere mas de 1200 iteraciones para alcanzar la tolerancia deseada.

72



4.5.2.4 Alternativa hibrida
1. Diagnéstico: el algoritmo deja de progresar tras ~ 50 iteraciones.

2. Precondicionador diagonal:

1
d, = —.
3 )\

)

3. Cambio de variables:
7 =D12g.

4. Aplicacién de L-BFGS-B en variables escaladas:
el Hessiano de f es la identidad I, perfectamente condicionado.

Resultado: converge en 15 iteraciones.

4.5.2.5 Comparacion de resultados

Método Iteraciones Error final |z, — 1| Comentario
L-BFGS-B estandar > 1200 2.1 x1077 Convergencia
extremadamente
lenta
L-BFGS-B precondicionado 15 3.8 x 10712 Convergencia
(diagonal) casi
exacta

L-BFGS-B mantiene un desempefio sobresaliente en problemas moderadamente
condicionados, pero su eficacia disminuye de forma considerable cuando el Hessiano
presenta alta anisotropia o cuando un ntmero significativo de componentes esté
sujeto a restricciones activas. Las alternativas hibridas—particularmente el
precondicionamiento diagonal y la insercién selectiva de pasos de Newton-
CG-—permiten recuperar la eficiencia del método sin incrementar notablemente el costo
computacional.

En contextos méas complejos, donde el Hessiano no es diagonal, pueden utilizarse
precondicionadores como factorizaciones incompletas de Cholesky o aproximaciones
de banda, ofreciendo un balance adecuado entre calidad y eficiencia numérica.
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4.5.3 Posibilidades de extension a problemas con estructura parcialmente
separable

Una clase relevante de problemas de optimizacion de gran escala exhibe estructura
parcialmente separable, lo que permite representar la funciéon objetivo como una
suma de subfunciones dependientes de subconjuntos reducidos de las variables. Dicho
enfoque, analizado en profundidad por Griewank y Toint (1984) y sistematizado en
marcos generales de optimizacién no lineal Conn, Gould, y Toint (1991), posibilita una
construccién eficiente tanto del gradiente como del Hessiano, permitiendo algoritmos
cuasi-Newton especializados con menores costos computacionales.

Formalmente, una funcién f: R”™ — R es parcialmente separable si existen funciones
elementales f, : R* - R, i =1,..., N_, tales que

NE
fl@) =) filx), (3.140)
i=1
donde cada f; depende tinicamente de un conjunto reducido de variables 7, C {1,...,n},

con |7,| < n. Utilizando una matriz de seleccién U; € Ri*™ compuesta de vectores

canonicos e]T con j € J;, se puede escribir:

fi(x) = ¢,(U;z), (3.141)

para alguna funcién elemental ¢, : RVil — R.

De esta caracterizacién se sigue que

N, N,
Vi)=Y UV, (Uz),  V3f(z)=Y UV, (U)U,. (3.142)
i=1 i=1

Esta estructura motiva un enfoque cuasi-Newton por bloques, donde en lugar de
aproximar todo el Hessiano se construyen aproximaciones locales B;;) e RZ:x17:l y luego
se ensambla una aproximacién global:

Ne
B, =Y U/BU;. (3.143)
=1

Este esquema posee ventajas computacionales significativas:

o Cada Bgf) utiliza pares de curvatura locales (s?, y?), con sgj) =U;s,y y;f) = U,y
e La curvatura local se captura con mayor precisién, favoreciendo una convergencia

mas rapida.
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e Cada bloque, al ser de baja dimensién, permite el uso seguro de actualizaciones
indefinidas (como SR1) sin comprometer la estabilidad global.

Si se imponen restricciones tipo caja x > 1, la factibilidad se mantiene mediante la
proyecciéon global componente a componente P, sin alterar la estructura separable.

4.5.3.1 Ejemplo de funcién parcialmente separable en R*

Consideremos

f@) = (2; —23)* + (29 — 24)% + (23 — 1)* + (2, — D, (3.144)
con z € R* y restricciones # > 1. Esta funcién es parcialmente separable con N, = 3:

e Primer bloque:

ho=@-s Bi=(g 0 0] e =G

e Segundo bloque:

e Tercer bloque:
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Minimizador: claramente 2* = (1,1,1,1)T satisface las restricciones.

4.5.3.2 lteracion ilustrativa del método cuasi-Newton por bloques
o Punto inicial: z, = (2,2,2,2)"

o Gradiente:

Vf(fﬁ()) = (27 2a 67 G)T

¢ Inicializamos Bé” = Bé2> = Bés) =1
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La aproximacion global es:

By = U IU, 4+ U] 1U, + UJ IU, = diag(1, 1,2, 2).

La direccion de descenso:

Dy = —§51Vf(x0) =(-2,-2,-3,-3)".

El paso unitario lleva a ; = (0,0,—1,—1), que no satisface > 1.
Al proyectar:

Ty :PQ(‘%l) :( 717171)T =z

El método converge en una sola iteracién.

4.5.3.3 Comparacion con L-BFGS-B estandar

Partiendo del mismo punto inicial =, L-BFGS-B tipico requiere 2—3 iteraciones para
satisfacer una condicién tipo

IVa ()l <1072,

pues su aproximacién global de la curvatura no distingue las interacciones especificas
entre los pares (z1,%3) y (Tg,24).

El esquema por bloques capta exactamente la curvatura cruzada de f; y f, (cuadréticas)
y el comportamiento altamente no lineal de f; mediante una estructura 2 x 2 actualizada
localmente.

4.5.3.4 Extension a un L-BFGS-B estructurado

En problemas de muy alta dimensién, se combina la idea de memoria limitada con la
descomposiciéon por bloques. Para cada i se conservan m, pares (sg), y?) y se aplica

una version local de la recursién de dos bucles. La direccién global queda:

NC
pr == U (BY) UV f(zy). (3.145)
=1

En software especializado como LANCELOT o IPOPT, este tipo de estrategias
estructuradas han mostrado mejoras notables cuando la funcién presenta una separabilidad
marcada Conn, Gould, y Toint (1991).

76



La extension de L-BFGS-B a funciones con estructura parcialmente separable resulta
no solo viable, sino altamente ventajosa. La clave técnica consiste en identificar
explicitamente los conjuntos {7,} o las matrices U,, ya sea mediante modelado explicito
o analisis simbodlico. Este marco se vuelve esencial en aplicaciones de gran escala como
calibracion de pardmetros en sistemas fisicos, modelos de elementos finitos o inferencia
estadistica con interacciones locales.
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5 Implementacion y herramientas
computacionales

5.1 Descripcién del entorno computacional

El desarrollo experimental de esta investigacion se llevd a cabo en un entorno
computacional basado en Python 3.12, un lenguaje ampliamente utilizado en
modelaciéon matemética y analisis numérico por su flexibilidad, facilidad de integracién y
extenso ecosistema de librerias cientificas.

Las principales herramientas empleadas fueron:

e NumPy: para la ejecucién eficiente de operaciones algebraicas y manejo de
matrices.

e Pandas: destinada a la manipulacién y analisis estructurado de datos provenientes
de diversas fuentes.

o SciPy (médulo optimize): utilizada para implementar métodos de optimizacion
numérica, incluyendo algoritmos robustos como L-BFGS-B.

e Matplotlib: para la generacion de representaciones graficas que facilitan la
interpretacion de resultados.

El entorno de trabajo se configuré en un equipo con sistema operativo Windows 11,
procesador de arquitectura x64 y 16 GB de memoria RAM, garantizando estabilidad en
las simulaciones y tiempos de ejecucién adecuados.

La adopcién de Python responde al interés de favorecer la reproducibilidad y
transparencia de los resultados, principios fundamentales en la investigacién cientifica
contemporanea.
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5.2 Estructura general del modelo computacional

Antes de definir formalmente los modelos matematicos, se establecié una estructura
computacional modular que sirvié como marco de referencia para el desarrollo de los
procedimientos de simulacién y optimizacion.

Esta estructura permite mantener la coherencia entre las distintas etapas del trabajo y
facilita su futura implementacién en diferentes contextos.

Las etapas generales consideradas fueron:

1. Entrada de datos: incorporaciéon de parametros y variables necesarias para la
simulacién, tales como demanda, costos o tiempos de entrega.

2. Preprocesamiento y normalizaciéon: transformacién de los datos para
garantizar consistencia y compatibilidad entre unidades.

3. Definicién de funciones objetivo y restricciones: representacién
computacional de las expresiones matematicas que seran objeto de optimizacion.

4. Configuracién de condiciones de frontera: establecimiento de cotas o limites
que aseguran la factibilidad de las soluciones.

5. Ejecucion del algoritmo de optimizacion: aplicaciéon del método seleccionado
para resolver el problema de manera numérica.

6. Salida y analisis de resultados: obtencién de indicadores que permiten validar
la coherencia y desempefio del modelo.

Esta organizacién modular ofrece una visién integral del flujo de trabajo y posibilita la
reutilizacién de componentes en futuros proyectos de investigacién aplicada.

5.3 Implementacién del algoritmo L-BFGS-B

Para la resolucién de los problemas de optimizacion no lineal con restricciones tipo caja,
se selecciond el algoritmo Limited-memory Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno
con Bounds (L-BFGS-B), perteneciente a la familia de métodos cuasi-Newton.

El L-BFGS-B se caracteriza por su eficiencia en memoria, capacidad para manejar
restricciones y robustez numérica. Estas propiedades lo hacen especialmente
adecuado para problemas de optimizacion de mediana escala, en los que es necesario
mantener cotas sobre las variables sin reformular el modelo.
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En términos conceptuales, el algoritmo aproxima de forma iterativa el gradiente y la
matriz Hessiana del sistema, proyectando cada iteracién dentro del espacio factible
definido por los limites de las variables. La convergencia se alcanza cuando se satisfacen
las condiciones de Karush—Kuhn—Tucker (KKT), que garantizan la optimalidad
local.

Aunque la implementacion préactica se realizé mediante la funcion minimize () del médulo
scipy.optimize, el cédigo fuente completo se incluye en los Anexos del documento,
con el propdsito de mantener el enfoque tedrico del capitulo y conservar la legibilidad del
texto principal.

De esta manera, el presente capitulo establece los fundamentos computacionales y
metodoldgicos necesarios para el desarrollo del modelo de optimizaciéon que se
formulara en el Capitulo siguiente, y que posteriormente se aplicara al caso de estudio
en un municipio del estado de Chiapas.
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6 Formulacion del Problema

En esta seccién se presenta la formulacién matematica de un modelo de optimizacion
aplicado a la logistica humanitaria ante inundaciones. El objetivo es disefiar una red
logistica que permita tomar decisiones anticipadas y eficientes sobre donde ubicar
almacenes, cuanto inventario almacenar en cada uno, y cémo distribuir los
insumos humanitarios a las zonas afectadas, minimizando costos y maximizando el
nivel de servicio.

Este tipo de problema se aborda mediante un enfoque de programacién entera mixta
no lineal (MINLP), que combina variables continuas (como el nimero de productos
transportados) y binarias (como la decisién de abrir o no un almacén), junto con elementos
no lineales (como la funcién de pérdida cuadrética asociada a la demanda no satisfecha).

6.1

Supuestos del modelo

. La demanda estimada para cada zona afectada se obtiene de datos histoéricos y

escenarios proyectados.

. Cada zona de demanda es atendida por un tnico almacén activo.

. Los almacenes tienen una capacidad maxima de almacenamiento que no puede ser

excedida.

. El transporte solo puede realizarse si el almacén correspondiente estd en operacion.

. Se considera el peso posicional de cada municipio para priorizar la ubicacién de

almacenes en puntos estratégicos de la red.

Parametros

F;: Costo fijo por abrir un almacén en la ubicacion .

c;;: Costo unitario de transporte desde el almacén 7 al nodo j.

81



¢ ;i Penalizacion por cada unidad de demanda no cubierta en el nodo j.
o (;: Capacidad méaxima de almacenamiento en el almacén i.
¢ s;: Demanda estimada en el nodo j.

¢ w;: Peso posicional del nodo j.

El peso posicional se calcula como:

1
w; = > dy, (6.2.1)

n—1iz
donde dj;, representa la distancia entre el nodo j y el nodo k. Este indicador permite

identificar los puntos con mejor accesibilidad y conectividad relativa dentro de la red
logistica.

6.3 Variables de decision

e z,;; € Z-,: Cantidad entera de productos enviados desde el almacén ¢ al nodo j.

e y; € {0,1}: Variable binaria que indica si se activa (1) o no (0) un almacén en la
ubicacién i.

e z;: Demanda no satisfecha en el nodo j.
o I;: Cantidad de productos almacenados en el centro i.

« FR;: Nivel de servicio o fill rate en el nodo j.

6.4 Funcion objetivo

El objetivo es minimizar el costo total del sistema logistico, que se compone de:
1. Costo de apertura de almacenes (Fy,).
2. Costo de transporte (c;;z;;).

3. Costo por demanda no satisfecha ();z;).
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La formulacién es:

min {Z Fy, + Z Cii%;5 + Z )\jzj}
i 1,7 J

6.5 Restricciones del modelo

1. Balance de inventario:

Z z,; < I, Vi
J
2. Cobertura de la demanda:
i
3. Activacion condicional de almacenes:
ri; < M-y; Vi j

4. Capacidad maxima de almacenamiento:

I; <Ci-y; Vi

5. Fill rate por zona:

6.6 Funcion de pérdida logistica

(6.4.2)

(6.5.3)

(6.5.4)

(6.5.5)

(6.5.6)

(6.5.7)

Para estimar el riesgo de escasez, se utiliza la funcién de pérdida asociada a la distribucién
normal, la cual cuantifica el costo esperado por unidad de inventario insuficiente. Esta
funcién surge de la teoria de inventarios bajo incertidumbre y permite ponderar no solo
la magnitud de la demanda no cubierta, sino también su probabilidad de ocurrencia.

EP = 2(®(2) — 1) + ¢(2)

i

donde:
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e z: Valor estandarizado de la demanda, definido como z = , que expresa la

desviacion de la demanda respecto a su media.
o ®(2): Funcién de distribuciéon acumulada (CDF) de la normal estdndar.

o ¢(z): Funcién de densidad de probabilidad (PDF) de la normal estandar.

Esta formulacién refleja que el riesgo logistico no depende tinicamente del déficit esperado
(2), sino también de la probabilidad de que dicho déficit ocurra (®(z)) y de su densidad
puntual (¢(z)). En particular:

e Cuando z < 0, la probabilidad de escasez es alta, y la funcién de pérdida tiende a
valores positivos significativos.

e Cuando z — 0, el sistema opera en equilibrio, y el costo marginal de escasez
disminuye.

e Cuando z > 0, existe un superavit de inventario, y el costo asociado a la escasez se
aproxima a Cero.

Esta funcién es ampliamente utilizada en modelos de localizacién—inventario para decidir
la cantidad de inventario de seguridad necesaria en cada almacén, de manera que se
minimice el impacto humanitario de la falta de suministros en escenarios criticos.

La convexidad estricta de la funcién de pérdida,
0?EP
072

garantiza la unicidad del minimizador en problemas de optimizacién bajo incertidumbre.

= ¢(2) > 0, (6.6.9)

Ademads, su relacién analitica fundamental puede obtenerse mediante integracién
por partes, lo que proporciona una forma cerrada que evita la evaluacién numérica de
integrales impropias. Su comportamiento asintdtico satisface:
» _ 0(2)
EP ~ —= 2> o0, (6.6.10)
z

z

mostrando decaimiento superexponencial pero manteniendo sensibilidad a eventos
extremos.

Aplicacion en el modelo propuesto: se minimiza la pérdida esperada total

g,

—d.
> w,Er, =B q (6.6.11)

transformando el problema de cobertura en un programa estocastico con penalizaciéon
asimétrica. Esta no linealidad refleja que las consecuencias humanitarias aumentan de
manera mas que proporcional cuando la cobertura es insuficiente.

84



import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.stats import norm

z = np.linspace(-3, 3, 100)

phi_z = norm.pdf(z) # Funcidén de densidad

Phi_z = norm.cdf(z) # CDF

Ez =2z % (Phi_z - 1) + phi_z # Funcién de pérdida

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot(z, phi_z, label='Funcién de densidad normal ($\\phi(z)$)',
color='blue')

plt.plot(z, E_z, label='Funcidén de pérdida ($E_{z_i}"p$)',
color='red', linestyle='--")

plt.fill _between(z[z >= 1], 0, phi_z[z >= 1], color='red',
alpha=0.3, label='$\\Phi(z)-1$')

plt.axvline(x=0, color='black', linestyle='-', alpha=0.5)

plt.xlabel('$z$')

plt.ylabel('Valor')

plt.legend()

plt.grid()

plt.title('Funcién de densidad normal y funcién de pérdida')
plt.show()
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Funcién de densidad normal y funcién de pérdida

3.0 L —— Funcién de densidad normal (¢(z2))
A Y
N —=- Funcién de pérdida (E%)
A Y
\\ d(2) -1
2.5+ ~
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\
\
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Figura 6.1: Funcion de Pérdida de la Normal FEstindar. Linea azul

s6lida: Funcién de densidad de probabilidad normal estdndar ¢(z) =
(1/v/27) exp(—22/2), que sirve como medida base para la variable
estandarizada de déficit Z ~ N(0,1). Linea roja discontinua: Funcién
de pérdida E? = E[(Z —2)*] = [T (t — 2)¢(t)dt = 2(®(2) — 1) + ¢(2), que
cuantifica el déficit esperado condicional a que se supera el umbral z. Region
sombreada en rojo: Probabilidad de cola superior P(Z > 1) =1—®(1) ~
0.1587, que corresponde al evento de escasez extrema. El valor de la funcién
de pérdida en z =1 es Ef = ¢(1) + (1)(®(1) — 1) =~ 0.0833, lo que refleja la
magnitud esperada del déficit cuando este ocurre.

6.7 Modelo de inventario

La gestion de inventario en logistica humanitaria no solo busca minimizar costos, sino
también garantizar la disponibilidad oportuna de recursos criticos. En este contexto,
la politica de inventario incorpora tanto la demanda promedio esperada como un
inventario de seguridad, el cual actiia como colchén ante fluctuaciones inesperadas
en la demanda ocasionadas por la magnitud del desastre o retrasos en la cadena de
suministro.

El inventario recomendado para cada almacén se determina mediante la siguiente
relacion:
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I =p,+2, 0; (6.7.12)
donde:

e u,;: Demanda promedio estimada para la zona cubierta por el almacén 4, basada en
datos histéricos y proyecciones de impacto.

o 0,;: Desviacion estandar de la demanda, que refleja la incertidumbre y variabilidad
en las necesidades.

e 2,: Valor critico de la distribucién normal que define el nivel de confianza deseado
(por ejemplo, para un 95 % de confianza se utiliza z; g5 &~ 1.64).

Este enfoque permite diseniar inventarios que no solo atiendan la demanda base, sino que
también estén preparados para escenarios adversos sin sobredimensionar innecesariamente
la capacidad.

Cantidad econémica de pedido (EOQ):

Para optimizar la reposicién de inventario y equilibrar el costo de ordenar (K) con el
costo de mantener inventario (h), se emplea la férmula clésica de la cantidad econémica

de pedido:
[2DK

donde:

e D: Demanda anual estimada.
o K: Costo por cada pedido (preparacion, transporte y recepcion).
e h: Costo de mantener una unidad en inventario por ano.

La EOQ contribuye a minimizar los costos totales sin comprometer la disponibilidad de
los productos.

Punto de reorden:

Dado que los desastres suelen generar retrasos en la reposiciéon y alteraciones en los
tiempos de entrega, se establece un punto de reorden que considera tanto la demanda
esperada durante el tiempo de entrega (dL) como la variabilidad asociada:

donde o, representa la desviacién estandar de la demanda durante el tiempo de entrega.

Este mecanismo asegura que las érdenes de reposicién se generen con anticipacion
suficiente para evitar quiebres de stock incluso bajo condiciones de incertidumbre.
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6.8 Fill rate global

El nivel de servicio global mide la proporcion de la demanda total que fue efectivamente
satisfecha en toda la red logistica. Este indicador es clave para evaluar el desempeiio
humanitario del sistema, ya que refleja la capacidad de respuesta frente a la necesidad
total de la poblacién afectada:

FR=—171 Y (6.8.15)
Z] sj

Un fill rate elevado indica una mayor cobertura de las necesidades, mientras que valores

bajos sugieren fallas en la asignacion de recursos o limitaciones estructurales de la red.

6.9 Escenario base estado de Veracruz

Con el fin de verificar la eficiencia y robustez del modelo de optimizaciéon propuesto,
se analizaron diversos escenarios que simulan condiciones reales y variaciones en la
infraestructura logistica, la demanda y las restricciones operativas. Los escenarios
definidos permiten evaluar el impacto de las decisiones estratégicas (ubicacién y nimero
de almacenes, cantidad de inventario y rutas de distribucién) sobre el costo total y el
nivel de servicio.

En particular, se consideraron:

1. Escenario 1: un solo almacén
Se activa tinicamente un centro logistico, ubicado estratégicamente para abastecer a
todas las zonas afectadas. Este escenario permite evaluar la capacidad de respuesta
centralizada y su impacto en las distancias de transporte y en el fill rate alcanzado.

import geopandas as gpd
import pandas as pd
import folium

import numpy as np
import osmnx as ox
import networkx as nx

# --- Cargar shapefile GeoJSON ---

url = (
"https://raw.githubusercontent.com/"
"angelnmara/geojson/master/"
"mexicoHigh. json"
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mexico = gpd.read_file(url)
veracruz = mexico[mexico['name'] == 'Veracruz de Ignacio de la Llave']

# --- Coordenadas del almacén ---

almacenes = pd.DataFrame ({
'Municipio': ['Las Choapas'],
'Latitud': [17.9115],
'Longitud': [-94.0830]

b

# -—— Generar puntos afectados ficticios ---
np.random.seed (1)
afectadas = []
for _, row in almacenes.iterrows():
for _ in range(10):
lat = row['Latitud'] + np.random.uniform(-0.2, 0.2)
lon = row['Longitud'] + np.random.uniform(-0.2, 0.2)
afectadas.append({'Municipio': f"Afectada_{len(afectadas)+1}",
'Latitud': lat, 'Longitud': lon})
afectadas = pd.DataFrame(afectadas)

# -—- Calcular rutas --—-
rutas = []
for _, almacen in almacenes.iterrows():

G = ox.graph_from_point((almacen['Latitud'], almacen['Longitud']),
dist=25000, network_type='drive')

nodo_almacen = ox.distance.nearest_nodes(G, almacen['Longitud'],
almacen['Latitud'])

for , mun in afectadas.iterrows():
if np.linalg.norm([almacen['Latitud'] - mun['Latitud'],
almacen['Longitud'] - mun['Longitud']]) < 0.4:

try:
nodo_mun = ox.distance.nearest _nodes(G,
mun['Longitud'], mun['Latitud'])
ruta_nodos = nx.shortest_path(G,
nodo_almacen, nodo_mun, weight='length')
coords = [(G.nodes[n]['y'],
G.nodes[n]['x']) for n in ruta_nodos]
rutas.append({'origen': almacen['Municipio'],
'destino': mun['Municipio'], 'coordenadas': coords})
except:
continue
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# —--- Crear mapa ---
mapal = folium.Map(location=[18.0, -94.5], zoom_start=8)
style_veracruz = {'fillColor': '#00000000"',

'color': '#555555', 'weight': 2}
folium.GeoJson(veracruz.geometry,

style_function=lambda x: style_veracruz).add_to(mapal)

for , fila in almacenes.iterrows():
folium.Marker (location=[fila['Latitud'],
fila['Longitud'l],
icon=folium.Icon(color='blue',
icon='home', prefix='fa'),
tooltip=f"Almacén: {fila['Municipio']}").add_to(mapal)

for , fila in afectadas.iterrows():
folium.Marker(location=[fila['Latitud'],
fila['Longitud']],
icon=folium.Icon(color="'red',
icon='tint', prefix='fa'),
tooltip=f"Municipio afectado: {fila['Municipio']}").add_to(mapal)

for ruta in rutas:
folium.PolyLine(ruta['coordenadas'],
color='green', weight=3,

tooltip=f"{rutal['origen']l} = {rutal['destino']}").add_to(mapal)

mapal

90



s

DRy i ¢ N A

4 + 1 Ixhuallén/f/ \ 5 _‘A\

= vy \ MEX 180D
tdel-Sureste ..™ L~ T ——

| Moloacdn

Figura 6.2: Mapa de Veracruz

2. Escenario 2: dos almacenes
Se habilitan dos centros logisticos, distribuyendo la demanda en funcién de la
proximidad geogréafica. Este enfoque busca reducir tiempos y costos de transporte,
mejorando la cobertura en areas criticas.

import geopandas as gpd
import pandas as pd
import folium

import numpy as np
import osmnx as ox
import networkx as nx

# -—— Cargar shapefile GeoJSON ---
url = (
"https://raw.githubusercontent.com/"
"angelnmara/geojson/master/"
"mexicoHigh. json"
)
mexico = gpd.read_file(url)
veracruz = mexico[mexico['name'] == 'Veracruz de Ignacio de la Llave']

# -—- Coordenadas de almacenes —--

almacenes = pd.DataFrame ({
'Nombre': ['Almacén Norte', 'Las Choapas'],
'Latitud': [18.0655, 17.9115],
'Longitud': [-94.1080, -94.0830]
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# —--- Generar puntos afectados ficticios —--—-

np.random.seed (1)

afectadas = []

for , row in almacenes.iterrows():

for _ in range(10):
lat = row['Latitud'] + np.random.uniform(-0.2, 0.2)
lon = row['Longitud'] + np.random.uniform(-0.2, 0.2)
afectadas.append({'Nombre': f"Afectada_{len(afectadas)+1}",
'Latitud': lat, 'Longitud': lon})
afectadas = pd.DataFrame(afectadas)

# -—- Asignar cada punto afectado ---
asignaciones = []
for _, mun in afectadas.iterrows():

nearest = almacenes.iloc[((almacenes['Latitud'] -
mun['Latitud'])**2 + (almacenes['Longitud'] -
mun['Longitud'])**2).idxmin()]
asignaciones.append({'Almacen': nearest['Nombre'],
'Afectada': mun['Nombre'], 'Latitud': mun['Latitud'],
'Longitud': mun['Longitud'l})
asignaciones = pd.DataFrame(asignaciones)

# -—— Calcular rutas ---
rutas = []
colores_rutas = {'Las Choapas': 'green', 'Almacén Norte': 'blue'}

for almacen_name, grupo in asignaciones.groupby('Almacen'):
almacen = almacenes[almacenes['Nombre'] == almacen_name].iloc[0]
G = ox.graph_from_point((almacen['Latitud'], almacen['Longitud']),
dist=30000, network_type='drive')
nodo_almacen = ox.distance.nearest_nodes(G,
almacen['Longitud'], almacen['Latitud'])

for _, mun in grupo.iterrows():
try:
nodo_mun = ox.distance.nearest_nodes(G,
mun['Longitud'], mun['Latitud'])
ruta_nodos = nx.shortest_path(G,
nodo_almacen, nodo_mun, weight='length')
coords = [(G.nodes[n]['y'],
G.nodes[n] ['x']) for n in ruta_nodos]
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rutas.append({'origen': almacen_name,
'destino': mun['Afectada'],
'coordenadas': coords,
"color': colores_rutas[almacen_name]})
except:
continue

# —--- Crear mapa ---
mapa = folium.Map(location=[18.0, -94.1], zoom_start=9)
style_veracruz = {'fillColor': '#00000000',

'color': '#555555', 'weight': 2}
folium.GeoJson(veracruz.geometry,

style_function=lambda x: style_veracruz).add_to(mapa)

for _, fila in almacenes.iterrows():
folium.Marker (location=[fila['Latitud'],
fila['Longitud']],
icon=folium.Icon(color='blue',
icon='home', prefix='fa'),
tooltip=f"Almacén: {fila['Nombre']}").add_to(mapa)

for _, fila in asignaciones.iterrows():
folium.Marker(location=[fila['Latitud'],
fila['Longitud']],
icon=folium.Icon(color="'red"',
icon='tint', prefix='fa'),
tooltip=f"Afectada: {fila['Afectada']}").add_to(mapa)

for ruta in rutas:
folium.PolyLine(rutal'coordenadas'], color=rutal'color'], weight=3,

tooltip=f"{rutal['origen']} - {rutal['destino']}").add_to(mapa)

mapa
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Figura 6.3: Mapa de Veracruz

3. Variaciones de demanda
Se analizaron incrementos y reducciones del 10 % en la demanda de zonas criticas,
simulando cambios bruscos por intensificacién o atenuacion del desastre.

. Requisito minimo de servicio
Se impuso como meta operativa alcanzar un fill rate 90 % para todas las zonas
afectadas.

. Restricciones geograficas y de accesibilidad vial
Se aplicaron limites basados en la infraestructura real disponible y en la factibilidad
de transporte en condiciones de desastre.

6.9.1 Resultados obtenidos

Los resultados muestran que:

o Escenario 1 (un solo almacén): aunque se logra cubrir gran parte de la demanda,
los tiempos de entrega y el costo de transporte aumentan significativamente, y el
fill rate promedio se sittia en 88 %.

Escenario 2 (dos almacenes): la descentralizacién logistica reduce un 23 %
los costos de transporte y eleva el fill rate promedio a 95 %, cumpliendo la meta
establecida.

Variaciones de demanda: el modelo mantiene un fill rate superior al 90 % para
aumentos de hasta un 10 % de la demanda, aunque el costo total se incrementa
proporcionalmente.
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e La inclusion de restricciones geograficas mejora el realismo del modelo, aunque
limita la asignacién éptima en algunos casos.

Estos hallazgos permiten concluir que la diversificacion de almacenes mejora
sustancialmente la cobertura y eficiencia logistica en contextos de desastre.
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7 Escenario principal estado de Chiapas

Basandose en los resultados y lecciones aprendidas de la implementaciéon del modelo en
el estado de Veracruz, el presente capitulo extiende la aplicacién de la metodologia al
estado de Chiapas. Esta transicién responde a la necesidad de validar el modelo en un
contexto con caracteristicas geograficas, sociales y logisticas diferentes, pero igualmente
criticas en términos de vulnerabilidad ante inundaciones.

Chiapas presenta desafios particulares derivados de su topografia accidentada, alta
dispersién poblacional y limitada infraestructura vial, condiciones que ponen a prueba
la robustez y adaptabilidad del modelo de optimizacién logistica desarrollado. El
municipio de Cacahoatédn, seleccionado como caso de estudio, representa un escenario
ideal para evaluar la capacidad del modelo para operar en condiciones de alta complejidad
territorial.

7.1 Contexto geografico y socioeconémico del area de estudio

El analisis del contexto geografico y socioeconémico es fundamental para entender las
condiciones que afectan la logistica humanitaria en Cacahoatédn. Este capitulo describe
tanto las caracteristicas fisicas y demograficas del municipio como su vulnerabilidad ante
fenémenos hidrometeorolégicos, proporcionando el marco necesario para interpretar los
resultados del modelo de optimizacién y su aplicabilidad en emergencias.

7.1.1 Caracteristicas del municipio de Cacahoatan

Cacahoatan se localiza en la regién del Soconusco en el estado de Chiapas, colindante
con la Republica de Guatemala. Con una extensién territorial de 1,295km?, el municipio
presenta una topografia variada que incluye zonas montafiosas y planicies costeras, factor
que influye significativamente en la accesibilidad y conectividad de sus localidades.

La distribucion poblacional se caracteriza por su alta dispersion, con numerosas localidades
rurales de pequeno tamano distribuidas en un territorio extenso. Segtin datos del Censo
de Poblacién y Vivienda 2020, el municipio cuenta con 18,450 habitantes distribuidos en
48 localidades, donde solo la cabecera municipal concentra mas del 40% de la poblacién
total.
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7.1.2 Vulnerabilidad ante inundaciones

La posicién geografica de Cacahoatdn en la planicie costera del Pacifico, combinada
con su densa red hidrografica y la influencia de fenémenos meteorolégicos extremos, lo
configura como una zona de alta susceptibilidad a inundaciones. Los registros histéricos
del Sistema Nacional de Protecciéon Civil indican que el municipio ha experimentado
21 eventos de inundacién severa en la tltima década, afectando en promedio a 8,000
personas por evento.

Los patrones de precipitacién en la regién, caracterizados por lluvias intensas durante
la temporada de huracanes, exacerbados por los efectos del cambio climético, han
incrementado la frecuencia e intensidad de estos eventos, haciendo imperativa la
implementacion de sistemas logisticos anticipatorios.

Histdrico de Inundaciones en Cacahoatan (2013-2021)

6

3
24
L T

2014 2016 2018 2020

Numero de inundaciones registradas

Afio del evento

Figura 7.1: Distribucién temporal de los eventos de inundacién registrados en el municipio
de Cacahoatdn, Chiapas, durante el periodo 2013-2021. Se observa que
durante 2018 y 2019 no se registraron inundaciones de gran
magnitud, a diferencia de los afos previos. En ese periodo, el municipio
experimenté lluvias intensas y desbordamientos menores de arroyos,
sin alcanzar los niveles de afectacion observados en eventos anteriores. Esta
ausencia de registros severos explica los espacios vacios en la grafica y refleja
una reduccién temporal en la severidad de los desastres, aunque
la vulnerabilidad estructural del municipio ante lluvias extremas se
mantiene elevada.
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7.2 Metodologia para el calculo de pesos posicionales

Para optimizar la localizacion de almacenes humanitarios, es necesario cuantificar
la importancia relativa de cada localidad. La metodologia de pesos posicionales
permite asignar un valor a cada localidad en funcién de multiples criterios logisticos y
socioeconémicos, sirviendo como insumo para la seleccién de ubicaciones estratégicas que
maximicen la cobertura y eficiencia operativa.

7.2.1 Enfoque multicriterio para la seleccion de ubicaciones estratégicas
La identificacién de localidades candidatas para almacenes humanitarios se basé en un

andlisis multicriterio que considera cinco dimensiones criticas para la operacién logistica.
La formulacién del indice de peso posicional sigue la estructura:

w; = 0.20 x DICONSAj +0.20 % AccesoVialj +0.20 x Escuelas;
+0.20 x Servicios]- +0.20 x Poblacz’nj

Donde cada componente se normaliza en el rango [0, 1] para permitir la comparabilidad
entre localidades.

7.2.2 Componentes del indice y justificacion teérica

7.2.2.1 Presencia de infraestructura DICONSA (20%)

La red de tiendas DICONSA representa nodos preexistentes en la distribucion de alimentos,
indicando experiencia operativa, aceptacion comunitaria y existencia de infraestructura

bésica para el almacenamiento. La variable se opera como indicador binario (1=presencia,
O=ausencia).

7.2.2.2 Acceso vial (20%)
La conectividad terrestre determina directamente la capacidad de respuesta y los costos

de distribucién. Se utiliza una escala ordinal basada en el tipo de carretera: 3 (carretera
pavimentada), 2 (camino revestido), 1 (terraceria), O (sendero).

7.2.2.3 Infraestructura educativa (20%)
Las escuelas funcionan como centros comunitarios naturales y potenciales refugios

temporales durante emergencias. El indicador considera el ntimero total de escuelas por
localidad, normalizado por el maximo municipal.
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7.2.2.4 Servicios basicos (20%)

La disponibilidad de agua potable, drenaje, electricidad e internet es esencial para
la operacion logistica continua. Se calcula como el promedio normalizado de cuatro
indicadores especificos de servicios en viviendas.

7.2.2.5 Poblacién (20%)

El tamafio poblacional determina la escala de operaciones requeridas y la criticidad de la
localidad en el sistema logistico. Se utiliza la poblacién total normalizada por el maximo

municipal.

7.3 Resultados del calculo de pesos posicionales

7.3.1 Ranking de localidades estratégicas

El andlisis multicriterio identificé las localidades con mayor potencial logistico en

Cacahoatan, como se muestra en la Tabla 7.1.

Top 10 localidades por peso posicional en Cacahoatan

Tabla 7.1
Peso Acceso Servicios
Ranking Localidad Posicional DICONSAVial Escuelas Basicos Poblacion
1 Salvador 1.000 Si 2 4 81.8% 2,722
Urbina
2 Faja de Oro 0.983 Si 2 4 76.6% 2,674
3 Cacahoatan  0.849 No 3 0 79.7% 19,108
4 Rosario 0.749 No 2 6 74.9% 1,009
Ixtal
5 Mixcum 0.657 No 2 4 73.8% 1,781
6 Piedra 0.632 No 2 4 74% 141
Parada
7 El Platanar  0.546 No 4 76.2% 677
8 Agua 0.513 No 4 66.1% 552
Caliente
9 Alpujarras 0.505 No 3 80.1% 579
10 Guatimoc 0.500 No 3 76.2% 972
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7.3.2 Seleccién de almacenes estratégicos

Basado en los pesos posicionales y excluyendo las localidades inundadas, se seleccionaron
los siguientes almacenes:

Almacén Primario: Salvador Urbina (Ishcanalero)

e Peso posicional: 1.000

e Justificacién: Mayor peso posicional, presencia de tienda DICONSA, y ubicacién
estratégica fuera de zonas inundables

o Cobertura estimada: 100% de la poblacién afectada (7,407 personas)

Almacén Secundario: Buenos Aires

e Peso posicional: 0.101
e Justificacion: Complementariedad geografica y capacidad de respaldo operativo
o Cobertura estimada: 0% (reserva estratégica)

Keserva
de la Biosfera
Volcan
Tocana

Cacahd

Figura 7.2: Mapa interactivo del modelo logistico para Cacahoatian, que muestra
las localidades afectadas por inundaciones, los almacenes estratégicos
seleccionados y las rutas de conexién optimizadas entre ambos. Las lineas
representan los caminos méas cortos calculados con NetworkX, mientras que
los iconos indican los tipos de nodos: localidades inundables y almacenes
activos. Esta representacion permite visualizar la cobertura espacial del
sistema logistico humanitario.
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7.4 Diseio de la red logistica optimizada

7.4.1 Localidades inundables y asignaciones

El andlisis identifico 4 localidades criticamente afectadas por inundaciones, todas asignadas
al Almacén Primario:

Localidades inundables y asignacion logistica

Tabla 7.2

Localidad Poblacién Afectada Almacén Asignado

Unién Roja 631 Almacén 1
Cacahoatan 5,732 Almacén 1
El Carmen 242 Almacén 1
Faja de Oro 802 Almacén 1
Total 7,407 Almacén 1

7.4.2 Distribucién poblacional por grupos de edad

La poblacion afectada se distribuye en seis grupos etarios para una atencion diferenciada:

Distribucion de poblacién afectada por grupos de edad

Tabla 7.3
Grupo de Edad Poblacién Porcentaje
Ninos y Adolescentes (0-14 afios) 2,222 30%
Hombres J6venes (15-29 anos) 1,037 14%
Mujeres J6venes (15-29 anos) 1,185 16%
Hombres Adultos (30-59 afios) 1,333 18%
Mujeres Adultas (30-59 afios) 1,259 17%
Adultos Mayores (60+ afios) 370 5%
Total 7,407 100%
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Figura 7.3: Distribucién de la poblacién afectada por grupos de edad en Cacahoatan. La
grafica muestra la proporcion de personas afectadas clasificadas en seis grupos
etarios, evidenciando una mayor vulnerabilidad en los ninos y adolescentes
(0-14 anos), seguidos por los adultos jévenes y de mediana edad (30-59 afios).
Este comportamiento demogréfico resulta fundamental para la planeacion
del inventario humanitario, ya que permite dimensionar las necesidades
diferenciadas en alimentos, kits de higiene y atencién médica segin cada
grupo poblacional.

7.5 Resultados de la optimizacion del sistema

7.5.1 Eficiencia del sistema logistico implementado

La configuracién con un almacén primario demostré capacidad para atender al 100%
de la poblacién afectada. Los resultados de la optimizacion se resumen en la Tabla
Tabla 7.4.

Resultados de la optimizaciéon en Cacahoatan

Tabla 7.4
Indicador Resultado
Cobertura de poblacion 100%
Poblacién total atendida 7,407 personas
Numero de localidades cubiertas 4
Fill rate promedio 100%
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Tabla 7.4

Indicador Resultado

Costo total anual optimizado $195, 459,693 MXN
Costo mensual promedio $16, 288,308 MXN
Tasa de éxito en optimizacién 100%

7.5.2 Interpretaciéon y comparacion con Veracruz

Los resultados obtenidos en Cacahoatdn muestran una cobertura total de la poblacion
afectada y una tasa de éxito del 100%, comportamiento similar al observado en el caso
de estudio del estado de Veracruz. No obstante, el costo total anual optimizado en
Cacahoatan ($195.46 millones MXN) representa aproximadamente el 30% del costo
registrado para Veracruz ($648.31 millones MXN), diferencia atribuible a la menor escala
territorial y demografica del municipio chiapaneco, que atiende tinicamente a cuatro
localidades con un total de 7407 habitantes.

En contraste, el modelo aplicado en Veracruz abarcé 29 municipios y requirié la instalacion
de dos almacenes (Jestis Carranza y Las Choapas) para garantizar la cobertura total de
las zonas afectadas, con un costo logistico significativamente mayor.

A pesar de estas diferencias, ambos escenarios confirman la robustez y adaptabilidad del
modelo de optimizacién, que mantiene un fill rate del 100% y una tasa de éxito completa
en la convergencia del algoritmo. En términos de costo-efectividad, el caso de Cacahoatan
evidencia que una configuracién logistica centralizada puede resultar suficiente y eficiente
en contextos de menor escala, conservando los mismos niveles de desempeno alcanzados
en la implementaciéon de Veracruz.

7.5.3 Inventario humanitario optimizado

Con base en el modelo de optimizacién desarrollado, se determind el inventario
humanitario necesario para atender a la poblacién del municipio durante un periodo
de 7 dias. La seleccién de productos considera tanto necesidades generales de toda la
poblacién como requerimientos especificos por grupo de edad, garantizando cobertura
nutricional, sanitaria y de abastecimiento critico bajo criterios de eficiencia y costo.

7.5.3.1 Productos basicos para toda la poblacion

El inventario basico incluye los insumos esenciales requeridos por la totalidad de la
poblacién afectada. Estos productos constituyen la base del abastecimiento humanitario,
asegurando el acceso al agua, la alimentacién, la higiene y la atencién médica durante los
primeros dias de la emergencia.
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Inventario de productos béasicos optimizado

Tabla 7.5
Producto (Cédigo Demanda 7 Cantidad
ONU) dias Optima Unidad Costo Total
WAT-001 Agua 103, 698 35,276 LTR $18,776, 360
potable
FDP-001 Kit 51,849 8,819 KIT $74,894, 419
alimentario basico
WASH-001 Kit de 51,849 11,983 KIT $40, 608, 816
higiene personal
NFI-002 Kit basico 7,407 2,583 KIT $17,885,374
de ropa
MED-002 Kit médico 741 1,256 KIT $777,061
de emergencia
Total 215,544 59,917 unidades $152, 942,030

7.5.3.2 Productos especificos por grupo de edad

Ademads de los productos bésicos, se incluyen articulos diferenciados conforme a las
necesidades especificas de cada grupo de edad. Esta clasificaciéon permite una respuesta
mas equitativa y eficiente, al priorizar productos nutricionales y sanitarios ajustados a
las condiciones de ninos, jovenes, adultos y adultos mayores.

Inventario por grupos de edad especializados.

Tabla 7.6
Grupo de Productos Especificos Demanda 7
Edad (Cédigo ONU) dias Costo Total
Ninos y NUT-001 Alimento 101,106 $18,194,035
Adolescentes terapéuticoNUT-002 Alimento
complementarioNFI-001 Panales
desechables
Hombres FDP-002 Alimento alta energia 11,666 $6, 362, 859
Jévenes
Mujeres Jévenes FDP-003 Alimento balanceado 9,333 $4, 758,160
Hombres FDP-004 Alimento energético de 13,066 $6,807,470
Adultos emergencia
Mujeres FDP-005 Alimento fortificado 9,696 $4,825,125
Adultas nutritivo
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Tabla 7.6

Grupo de
Edad

Productos Especificos
(Cédigo ONU)

Demanda 7
dias

Costo Total

Adultos
Mayores

Total

NUT-003 Alimento masticacién
facil, MED-001 Kit médico
basico
14 productos

2,852

147,719

$1,570,014

$42.517, 663

Top 8 Productos Mas Costosos

Tipo de producto
Baésico
Especifico

Alimento_Balanceado $5,073,569

Alimento_Alta_Energia $5,940,685
Alimento_Energia

$6,807,470

Papilla_Nifios $9,410,133

Producto

Ropa $17,885,374

Agua $18,776,360

Higiene $40,608,816

Alimentos

0 20M 40M

Costo Total (MXN)

60M

Figura 7.4: Productos con mayor impacto econémico dentro del modelo de optimizacion
aplicado a Cacahoatan. La visualizacion muestra los ocho articulos que
representan el mayor costo total en la operacién logistica, destacando la
importancia relativa de los kits alimentarios, de higiene y de ropa baésica.
Este andlisis permite priorizar la asignacién de recursos hacia los insumos
que maés inciden en la sostenibilidad presupuestal del sistema humanitario.
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Distribucion de Costos por Tipo de Producto

Especifico
21.7%

Baésico
78.3%

Figura 7.5: Distribucién de los costos totales segtin el tipo de producto humanitario
optimizado en Cacahoatdn. Se observa la participacién porcentual de
cada categoria dentro del presupuesto general, lo cual permite identificar
los componentes de mayor peso econdémico y orientar estrategias de
abastecimiento mas sostenibles y focalizadas.

Como se observa en las graficas, los productos de mayor costo en el inventario corresponden
a ropa, agua, higiene y alimentos diferenciados por grupo de edad, constituyendo el top
8 en gastos. A pesar de su alto costo unitario, estos productos son de alta prioridad
para garantizar una respuesta humanitaria efectiva y mantener la cobertura total de la
poblacion afectada.

El anélisis evidencia que la estrategia de optimizaciéon prioriza la atencién integral sobre
el costo unitario, asegurando que los recursos criticos lleguen a los grupos vulnerables.
De esta manera, la asignacién de inventario refleja un balance entre eficiencia econémica
vy necesidad humanitaria, priorizando productos esenciales que, aunque costosos, son
determinantes para la salud y bienestar de la poblaciéon durante emergencias.

7.5.4 Analisis de la optimizacion

El proceso de optimizacién alcanzé una tasa de éxito del 100%, manteniendo las cantidades
econémicas de pedido (EOQ) tradicionales para la mayoria de los productos. La
estabilidad en los resultados indica que el modelo EOQ convencional representa una
solucién robusta para el contexto especifico de Cacahoatén.
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La distribucién de costos muestra que los productos basicos (agua, alimentos, higiene)
representan el 78.25% del costo total, mientras que los productos especializados por edad
constituyen el 21.75% restante, reflejando la importancia de la atencién diferenciada en
la logistica humanitaria.

7.5.4.1 Analisis comparativo con el caso de Veracruz

En la comparacién con el caso de Veracruz, se observa que las diferencias climéiticas,
demograficas y de infraestructura influyeron significativamente en los resultados de la
optimizacion logistica.

Desde el punto de vista climatico, Cacahoatan presenta un entorno tropical himedo con
precipitaciones intensas concentradas en periodos cortos, mientras que Veracruz, aunque
también expuesto a eventos hidrometeoroldgicos severos, posee una distribucién mas
amplia de zonas costeras y planicies influenciadas por el Golfo de México. Esta diferencia
hace que en Chiapas las afectaciones por inundaciones sean mas localizadas y abruptas,
favoreciendo configuraciones logisticas compactas y centralizadas de respuesta rapida.

En cuanto al tamaio poblacional y extension territorial, el municipio de Cacahoatan,
con aproximadamente 18000 habitantes distribuidos en 48 localidades, representa un
sistema logistico de menor escala en comparaciéon con el estudio de Veracruz, que abarco
29 municipios con una poblaciéon sustancialmente mayor. Esta diferencia explica la
notable reduccién en el costo total anual optimizado —de $648.3 millones MXN en
Veracruz a $195.5 millones MXN en Cacahoatén— sin pérdida de eficiencia operativa.

Respecto a la infraestructura y desarrollo urbano, Veracruz cuenta con una red
vial mas densa y conectada, lo que permitié la operacion simultanea de dos almacenes
regionales (Jesus Carranza y Las Choapas) con amplias zonas de cobertura. En cambio,
Cacahoatan presenta una infraestructura vial limitada, con carreteras secundarias y
caminos rurales susceptibles a interrupciones durante las lluvias, razén por la cual el
modelo optd por un esquema centralizado con un tnico almacén de alta eficiencia.

En conjunto, las diferencias en estos tres factores confirman la adaptabilidad del
modelo propuesto, capaz de ajustarse tanto a sistemas regionales de gran escala como
a contextos locales con limitaciones geograficas e infraestructurales, manteniendo niveles
oOptimos de cobertura, costo y tiempo de respuesta.

7.6 Validacién y analisis de robustez

Para garantizar que el modelo logistico propuesto sea confiable y ttil en situaciones
reales de emergencia, se realizaron pruebas de validacién bajo distintos escenarios de
operacion. Se evalud tanto la robustez frente a condiciones adversas como el desempefio
bajo condiciones estandar, utilizando métricas clave de cobertura, eficiencia y efectividad
en la asignacién de recursos.
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7.6.1 Escenarios de prueba implementados

El modelo demostré robustez operativa mediante la evaluacién de miiltiples escenarios
adversos. La configuracion de un solo almacén activo mostré capacidad para mantener la
cobertura total bajo diversas condiciones de estrés operativo.

7.6.2 Métricas de desempeiio en condiciones estandar

 Fill rate alcanzado: 100%

e Cobertura poblacional: 100%

o Tasa de éxito de optimizacién: 100%

» Eficiencia en asignaciones: 4/4 localidades cubiertas

La concentracién de operaciones en un tnico almacén estratégicamente ubicado demostro
ser adecuado para la escala de la emergencia en Cacahoatdn, simplificando la gestion
logistica y reduciendo costos de coordinacién.

7.7 Conclusiones del caso Chiapas

La implementacién del modelo de optimizacién logistica en el municipio de Cacahoatan,
Chiapas, confirma su efectividad en contextos de alta vulnerabilidad y dispersién
poblacional. Los resultados muestran que un enfoque multicriterio para la identificacién
de localidades estratégicas permite seleccionar nodos logisticos éptimos, como Salvador
Urbina, combinando infraestructura preexistente, conectividad vial y ubicacién fuera de
zonas inundables. Esta seleccién asegura la cobertura total de la poblacion afectada de
manera eficiente.

Contrario a las expectativas iniciales de requerir multiples almacenes, el modelo
demuestra que un tnico almacén centralizado puede atender el 100% de los habitantes
de las localidades criticas, simplificando la operacién logistica y reduciendo costos
sin comprometer la efectividad del sistema. La optimizacion basada en el modelo
EOQ tradicional se revela robusta, con tasas de éxito del 100% en la convergencia
del algoritmo, evidenciando la consistencia de las cantidades econdémicas de pedido
convencionales en contextos locales.

La distribucién de recursos alcanzé un balance adecuado entre productos béasicos (78.25%
del presupuesto) y atenciones especializadas por grupos de edad (21.75%), asegurando
una respuesta humanitaria integral y priorizando los bienes mas criticos sin comprometer
la cobertura poblacional.
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7.7.1 Implicaciones para la planeacion logistica

La experiencia en Cacahoatdn sugiere que, para municipios con caracteristicas similares de
dispersion poblacional y vulnerabilidad hidrometeorolégica, las configuraciones logisticas
centralizadas alrededor de nodos estratégicos ofrecen soluciones eficientes y costo-efectivas.
La metodologia desarrollada demuestra capacidad para adaptarse a las particularidades
del territorio chiapaneco, constituyéndose en una herramienta valiosa para la planificacion
anticipada de respuestas a emergencias en el estado.

7.7.2 Perspectivas de escalabilidad

Los resultados obtenidos establecen las bases para extender la implementacion del modelo
a otros municipios de Chiapas con perfiles de riesgo similares. Esta expansién contribuiria
al fortalecimiento de la resiliencia logistica regional frente a desastres hidrometeoroldgicos,
especialmente en el contexto del cambio climatico, y permitiria replicar la eficiencia
alcanzada en Cacahoatan en escenarios de mayor escala y complejidad.
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